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Cel ouvrage rst conlormc aux nouveau* programmes mis cn place it 
compter rtc !j rrntrcc 2EJ04. 

f] cst a noicr que ks programmes de HSI el PS1' stint identiques. 

Les Nuuveaux Pf£cb BiXal yont Ic reflet dune evolution dcs habi- 
tudes de travail dcs ctudiants cn prepas sclcnritiques PS I ou PSF . 

Xigueur, melhode el clarte aunt sans doute lex Leitmotivs de cctto 
evolution. E^a mist e r page er E’appnn dc COUlcur accompagncm, 
cn la soulignant. la structure dm content!, dlvi&e en troLs panics 
complemcntalres : 

■ l jc Conrs cat compose dcs definitions, thfcorcmcs ct pro- 
prictes ndeessaimes ct suflisants, L’ object if cst elair : tout le pro- 
gramme. rien que Ic programme. Tons Its thtoremes, ainsL que 
ks principally proprietex. Mint derrinntres en detail- P&rfbiS, 

Line demonstration simple a etahlir pourra faine I’objct dun 
premier exert ice rl application stimulant. 

■ Lcs Methodts constituent un poini Important dea Nou- 
vcsinf Precis, Frudiitrns ct profcsscurs savem combien k plus 
delicti, lorsque l'on iborde un problemc, est sou veru la phase 
dc demarcate .pur quel bunt tc prendre ? EJeux tempy cnmptv- 
sent cetle nuuvelk rubrique. 

Uessemiej expliciic. cn une fiche dc synthase, les demarches les 
plus courantes, Ocs mixes en icuvre dlustrcni ces demarches 
par des enemices classiques, voire « incon toumable s ■ . 

* Lcs lixcrdtcs. toujour* auSsi luutibrcLix que dans les edi- 
tions prectdeniea, SOrtl classes selon leur degre tie difficult^ : 
du niveau l, qui correspond a dcs cxcrciccs so ti vent proebes 
du cours, au niveau 3, mains ttranspacenis a . Le niveau 2 
propose dea sujtrts tie codes raisonnables. 

Pans tons lcs cas, ces cxerciccs sonr calibres en Junction de ce 
t|ue I on peut vcrltablemcrit attendee d’un etudiam cn vue dc 
La preparation immediate dcs CCM1COUR. 

LCS indications appurtert! un Coup de pouCe qui peut elre 
bienvenu lorsque l'on travail lie seul. 

Tolls lea exercicesont une solution, dctailldc ou plus succinctc, 

II nous a pare indispensable daccordera ces deux dernie res parties, 
lea Methtidea et ks I- services, une place important^, cqu ivglcntc a 
celk du Cuurs, au fil ties nn/e t hapitres quo com porte cc tome 
consacre a I’analyse. Cct equilihre pcrmcftra aus dtu dlants de PS3 
ou PSF de disposer d'un outil de travail mmplet, adapte au rythme 
progni'ESifet souienu de Lt pr^pantion Lius concours. 

Ttl u o 

III 

Q37Q-2C*. 
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Chapifre 1 ; Igpates vectcmels- ncrm& 

A. Normes et distances 



Dans tout re chapitre, K designs le corps des r6el$ ou le corps des complies. 
E est un K-espate vectorief. 

1# Normes et distances 



1 Sur H ihi Cv b ronne 
usuelle «t la nfcw abseil, 



14 ) 

% Labrivatinn e-w-n 
esr tour-ante. 



Definition II , 

On appellc norme ^ Cl5 sur E une application N:E ^ R:+ verifiant, pour tous vecteurs 
x. y de E ettout scalaire X de K : 

(1) WCO = 0 *=* jeOjp. 

(2) tfQuc) ■ |!X| Nixi, 

(3) I a + y) ■£ Nix} + Ni y>. 

Le couple i.E. nr) est appeli un espace vcctoriel norme, * '* 

Une norme est sowent notie : |! ■ || : x *-+ 1 1 * 1 1. 



Bmhwiiw 

D'aptfe (1 ) une norms v&rifiie : (4) Vjt e E, x r 0 £ =* N{x) > 0. 

fieri pmquemint, si une application ft' di Edans r£+ ve-iifie las anitmes (2) it(4) r in donnant 

dans (2) la valetir 0 a X, on cbtient JV(0 E ) ■ 0- ■done ft' v&rif*e (1). 

£n consequence, une norme peut aussi etre definre comme ntne application ft' : E -r R 
vGriFlant les axiomes JiJ, {3) el {4). 



DuliiiiEiun Z 

Distance aisociee a une norms 

Soil iE. .Vi un espace vtctoiwi norme, ['application d c&finie par : 

tf : E? -* Kf „ I*. y) *— • rtf*. y) ■ Nix — y) 

ist appelee la distance associw a la norme ,v. 



Definiliun 3 

Norme el distance induites 

Soir ( E. N) un espace wctonpl norme et F an sous-espace vpctoriel de K. 

La restriction .%> de N a F est une norme, appelee norme sur F induite par ft", 

^ C3t w, et dp sent encore La restriction a f* de la distance associee a N est la distance 4 f assocWe a jVp-, * ' A ' 
raritanem r»t)6e* N H cl. 

On considers desormais un espace vOCtOriil norme (E, ft'?. 



tn ‘juulr au sphffc 
A centre (t et de ravc^ 1 

Strfl appr-liN". bmili' unrtii, 

sphere unite de £. 



3 



Dvfiniiioft t - . , 

Boults et spheres 1 

a ) La boule auverte de centre a e B el de rayttn re W+- OSt ; 

Hy.a. r? * {jr e E/ft'ta — a - ) < r}. 

b J La boule fermte de centre tie E el de rayon r e \U est : 

r) = (xe E/N(a - «■) ^ r}, 

c ) La sphere de centre a e £ el de rayon rc est ; 

i 57 n_ r) a 6 E/ftKa — jr) ■ r}. 
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Definition 5 

U ni? partie .4 non v ide de H esi dltf bornEa s'il Exists une bouHe lerrriee dt E tonteoanl .4. 

Definition 6 ^ 

Spit A un€ partie non vide et borne? de (?. On appplle diamEtre de A le reel : 

S< A> ■ »U|i{ Nix - 1/3/1 *, y) € A 2 } , 



Definition 7 . 

Li Jib Li nee d'un paint x de E i u nt parlie non vide A do E est le -&^l ; 

dlje, A> = - i/3/y e a|- 

La distance de deux parties non vides A et E est le reef : 

d(A 0) = inf|NU - y)/xe A. ye 0}, 



^'^'llenHrqiie. L'enMmble 
•SUA.£:i dts fwctiwi bomees 
dr A ildrft £ ei’ un soui- 
tsiare UKtoriel de E* ; 4 esl 

rmmr par 

11/ IU- «vp 

£€ A 

Si Am M , il I'djjji de feipwe 
des suites bonteei de E. 



Definition fl 

Soit A un ensemble non vide, une application / : A -* K est dite bornee si son image /LA) 
est une partis borne? de E, done s'il exlste M f 3 + lei que : Vxe A, ,V j’j'i») St. 



IXHinititun 9 

Normas equivalent's 

On dit que deux normes ,V| el JV* sur E sont equivalentes si les functions ^' ! et ~ detinies 



sUr E '■. { Oi; } tOnl majnnees. 



teampa 

1 ) Cette definition peut se traduins par l eicistence de deux reels « et |J strict emeet pasitifs tels 
que a^! Jifj « pNi, 

2 1 On definit ainsi une relation dT equivalence stir I'ensemble des normes de 1'espace E. 

En effet on vEiifie que e'est une relation i 

• rEllexive : pour [mate nOrme iV f l N*N* 1 N 



Exempk 



1 Algttire - Gkmf- 
trie, chip 5 



m syinElrique : nJV] a .Vu ^ (JJV, dnnne ^ S ,V lS L 2 

• transitive ; aNi pNi et a % * I V 3 * (i r % donnent ; 

a a' Ni *5 * p p' jVi . 

Nounes usueles sir H n 

On note *«(*[, , . ■ , 4 i)€ K*\ 

a | Monti c-r que I'on definit trots normes sur k n par Ik expressions suivantss : 

n / n 

^ |jqf ■ jVsi/rl 1 « f F M 
r=i \i=i 

fa ) Dans le cas n a 2, K t R, representer les buules unitte lermees £t| r £<? et 8-& associees a 
ok norniK. 

t ) Monfiet quo N,. jMj. N ;Xl sont deux a deux Equivalents, 

a } jv K «t la numne pr^hilbertienne canonique de H n atiadr^e au produiit scalaire : 

M 

Verifiuns que JV, at iV satisfont les axiewnes de dEfinitinn (2), {3) el (4) des normes. 

Ce sont deirement des applications i valeurs dans R*. 

Pour lout x de K n , on a e Il r nl, Nl * et IxtJ =s N^ix) done si £ est non 
nul, il exisle le Q 1. n H tel que |*ij ^ 0 et on a JVi(jt) > 0 et JV«(je) > 0 : 1'anofne (4) est 
vErifiE, 



Nvoixi 



sup l^ih 






Pout x e (J? n et \ £ K. on a iuc ■ (hq, - - ■ t A £ n 3 d‘ou ; 

Nli\±) = \k\ N,{ X) r N.-xXkx) = a | N»U> : ( 2 ) est vEtifif. 
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ChJpiEre 1 . EiUdU't vkW'ikIs iwn-Ci 




AIL 



t- 1 . 0 : 




Bx, 




0 





turn 

3 



Kf.- n 



Exempt? 1 



Bfmarquf 

In assoc art d tin potjnflme 
F sa fopctm pohmime, on 
(Mfinit [>’ rw»?llps iwtmps 

SUf K|.\'l |Hf 1« KCpfesSHHiS 
■juridplri : 

JW|. jf(H| 
rt|D,lJ 

jup |K*.'| 

1 * 1-1 

Jfl IJWIi*. 



f'Ourxe W n et^rs ft n , on a * + y *{jq + m T j^ + yj. ■ h ► .*n + ijq} donct 

n n n 

Nl(* + tf) ■ ^ l*t + !J[| * 53 !■**! + 51 Iwl * NlOf) + Wittf) 
i=i r=i i=i 

at AT] verifia ( 3 } ; 

pour N-x , i ttrurqucmi, qua pour lout E e 1 1 , n [| : 

l« + yi| “£ |«| + |yr| * N«(x) + tf»(y) 
it m resulte iV^fx + y> =& N DO (x)+ JV^jy) et JV M veil fie (3), 
b ) n = 2 r K = ft 

« 0i = {fjq. eft 2 / |X| j + ^ 1} 

On distingue quaere cas : 



5l jq » 0 at X2 *0 

i'w *] [> at Am v £) 

si jci 0 et x 2 s* 0 

Si *1 < 0 at 



(*i, jqj ) e Si 4=S XI + X£ « 1 
Ul, £ 01 W JTj - ^ 1 

(a'i. .W2.)e Si <=v -jfi+x&*l 
(jfl. e 0i <=> -jq — A£ n I 

Twis les cas peuvent se ramewr au premier par des syrnetries, 

• ^£ = {t*i , s R 2 / xf + x% =e 1} 

Cest Je disque usuel de R? de centre O et de rayon 1 . 

■ = {(xi.xsiJc ft 2 / |jq| «, i r Ixal « 1}, Ns J agritdu pave: [-1,1] x 1-1,11. 

■c J Pout tout x e K n . x = (jej , . . . . a>i> on a : 

n 

Vi £ 1 1 , n |. fjq| «; Y' 1^1 at |jq| ^ sup (jh^I 

* 1 * i , - _ 



t-i 






rj'ou iV- I -.(.tj ^ Nt(x) at Afi(jr) c nJfeetx) ; les normes Nj at Nx, sent done equi' 
valentes. On a attssi de maniarc evidc-ntc : 

n n 

^ \x k \* « n fleet *) 3 at ^lAStl 3 5 » fleet *) 3 
it=i nr=i 

done N.x. (*3 ^ flat*) « ^/SlVwt*) : tes nomnes 1V5 et N v . sent done iquivalaotes, 

Par transitivity on an deduct I'^quiv^lanca da ,V L at ,M.. avec da plus : - .Vi * ,N., ei, comma 

n 



I' in^liiy Af 2 JV? est ^videnla; il vient ; - tfi « flj ^ ^/fiJV] 



Nwrnas usuallas sur I'espace vactorial k| X| das polyn6nes 

a ) Montrer n^e I'on difinit tiois noones sur K I A j en pesant pour 

P ■ + <ci] 4 . ■ > + Qn X ' • 

i 

n / n \ 1 

NitP) = y |<v| . NilFi =* J V |«[| a . W«tP)= np |ocU 

r — 0 V 4=0 7 O’-i^n. 

b ) tes nomnes sont-elles equivalentes 1 



a ) les verifications sant identiques a celles de J'exempla praetdeot. 

iVj asl la norma pr^hilbartianne cartonique da HlXFr 
b } Couinne dans I'enemple 1 prkedenl, on tnonlre que ces normes sent comparables en un 
sens : ■= « flj . 



E Has ne le sont pas dons fauira sens : on monire que les functions ~ et ^ ne sont pos 
majorees en oonsideranl la suite de polynfimes tPn)n*N dafinie par . 



PnfXl = 1 + X + . . . +X n 

fll(Prt ) * n + I , AfjtPia) ■ v’ ri 4 1 , JVac(P „3 = l 



, j^-t^Vi) = n + L 

Geuit quelconques des nomnes Ni , j\ 2 . N --. c - ne soot pas tquivalantB. 
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Exempk 



^ 1 1 1 Cf. Algtbre - Gtomt 
t», ctuprtrt 5, 



^ l-fl 1 Cf- diapitne 4 



' ' La proprMhi BE *w- 
«ne pour a ■ 0. 
fti suppow A«CL akm 

Yte[(U],|ytlK«|*lll/ U 
eMX II WH„*|A|||/IU. 

Cf Iifrine itaiiut dpp+qk^ 

avec / ■ ^A/ danne 
11/ ll^^^iii/IU K* 

iwiu*iiiyy~. 

la condusiwv 

*h no ' Ct Algrtnt - Oifr- 
metrie. diapiEre 5-. 



Nwmes fi diyiamies 



3 Nmmfi cbssiqutt sur l'«p«e ct 10 3 1. K) des f&ftrtions continues a valours dans K 
a ) Montrer que Con definit surest espace trots normes par : 



11/ Hi 



-f 



L/W'eti 



z = 



U>* 



At 



11/ lire ~ eu|> [f i ! j| ■ 
re [ft.lt 



b ) Ces nounes sonfrefe £quivaIenE§s ? 

a ) || ■ lb est la nonne prehilbertienfie, attache? au produit scalaire surC([0. 1], K> : 



= / Jit) citHt 
J <3 



Versions que | ■ Hi et | || satisfont les axiomes de definition (2), (3) et (4) des normes* 

Ce sent daiffement des applications a valeuftdans R+ . 

line propria usuelle de i'integrale *fe llil est que si / est continue sur kb], (a < b), 
positive el non identiquement nullesur [cl toj, alcKS / />0; 



donc[| ■ ||t verifie I'a^iome (4}. 

Si/ est ncM nulle, il eniste e |C, 1] tel qua > C aloft |[/p|^ * |J r (*ti)| donne : 
11/1™ >0: II -ll« verifie I'axiome (4). 

Les autre verifications sont simples l 



t\Kj{t)\d t-W f 
Jo j 0 



t 



|A/<0| tie - M / l/Wldt-WII/lli 
*q 

ii kj H* = sup \m)\ - in *u P uim - im 11 / 11 ™ 

telO.LJ telO.L] 






H/+ 0 II 1 - J + [L/Kt)| + L^>l)df=||/||, + ||fflh, 

Pour tout f e fO, If. t) + g( t)| * i/tt| + b*0| * |/ 1|« + 1[ g If « 

d 1 ™ ll/+*ll® -s|L/l™+ 11*11®. 

h ) Ces normes sont comparables dans urn sens : 

11/ Hi * ll / 1 la * II / II™ C^flaKtifr pour les functions consumes) 

El/ 111 * 11/ lb results de I'in^galitt de Cauchy^khnari 

ll/lls * 11/ 1U estcons&penice ^videnle de Vr e [0, If, * ||/|oc. 

Elies me le sont pas dans I'aulre sens : on montre put les fonctions 



/' 



11/ 111 

imrr 



el 



11/11=0 

im 



ne sont pas majortnes en considtfanl la suite de fonctions (fr ) m ^ deflnie par /n( t) t i n , 



Ucakuldwne ll/n Ik « 

et les suites : 

HJSilla "+i 

"^rair't^rrr 11 

ne sont pas major^es 



\Un\h = 



s/2rt+ I 






||/n ||i» = !- 

. t HZ' 



JMi 



~ n + 1 



p^finnion Id 

Avec les notalicms de I'exempk precedent 

|| - : |j est appelee notme de la convergence en moyenne, 

|| - l-j est appe!4e nouns de la convergence en moyenne quadratique. 

|| U est appelee norme de la coover'gence uniforme- 

"1 i ::: I H 
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<bnpft!» S : Espaws vetlorieJs 



__ I Vi ^>rii. : l (' 1 

Second# inegalitt uiangulJiKe 

Sort i E, N ) un e-v-n. Pour taut x et [; de E : 

| JVC. <) - JV(y}| a N{x - y). 

CS’ xsx-y +y donne Mr) « JVU - y) + My) done N(x } - My) *£ N(x - y). 
Syin^iriqiHftfienl on £dufigeant x, el y : My) — Mr) ^ Mr — yj = N(x — y). 



•i ' 11 Rtirtai ijuei 
* On difirvl d; fa^on ana- 
logic (p» r&jurrftitel dts 
ncrnu*? ^qyiwltrrtin syr un 
prtHfuit de pJw-eu's espaoK 

Wdwripls iHjmigi fn pplfeu- 
llat Sut £". 

m Par d^liiu*. IduI protluiE 

tfespaces metonds renew 
sera vjyyuy: mi.ni dr I'lmtt da- 
rn nerm^v 



Propiietc 2 

Produit d'espacei WKtOrkU normb 
Soil iE, N) et ( E 1 . w 1 ) deu * e-v-n r 

On delinit trois nonmes dassiques sur I'espaee produit E x E? l 

i 

|| (x«,jc j )S|i ■ Mr) + , ||{r, rh H2 ■ ^N®(jt) + JV S lV)j ^ 

|| U V) || * = .-Hip ( Mr). )) W U) 

Ck trois Mimes sont deux a deux equivalentes. 



V 12) 



m- 



Auiutiu diflitullt hc; r nili l in^qalitB 5nanquld:re dij lij normti | - || z . 

En utilisant les megaHtes triangulaires de N et de iV' : 

Mr + y) *s Mr) + My) et mV + c/)«W) + jv'cy r ) 
et I'rneqaliie triangulaiiedE (R 2 , Afe), on dbtiqnt : % 113:1 

\/N 2 ix + y) 4- JV' 3 (r J + y 1 ) «, t/n 2 fx) + V 2: (jf J ) + t/NHy) 4- flf l2 (j/) J 
L'^quivalentp de ces normes tient aux inigsli ti?s suivanles : 

|| (r. Jtf')||» * || Uj'I lb * II U *0 Hi « VZIIUV ) \\ t *s 2|| (* V) ll«. 



2 . TopoLogie d'un e*v-n £ 

■ Definition. II 

0 overt - Ferme 

a ) On appdfe Ouverl de £ togle partie X de £ vide qu verifiant la propciete : 

V.ve X. 3r£ HZ, fij>, r)cx. 

b ) On appelle ferine de E tout? partie de E dont le complemenlaire dans e est un ouvert 
de E: 

X ferm^ de £ *=* £),A owert de E. 



flenunnH. 

I'lnudr* vpT-Tihrnati[fjr dn na- 
tions iJinltneur ft d'adhe- 
rCme d'ure pattie uit hfirS 
poyamme. 

Vous ne depasser-C'ns pas la 
ilade df, ilrlir -inn 1 .. 



Dtriinition: 12 

Point inter ieur 

^tant donne une partie non vide A de E r un point a€ E est "i't inierieur a A s’il existe r > 0 
tel que r) c A. 

L' ensemble des points intcrieurs a A est appele I'interteur de A et rh.:* A. 3 : " 



Exe mples 
Dans R : 

soit A = [1, i!| j alors a=U.2[ 

«it B= {1.2} . alors a= 0 
soit C = {0}u|l,2] , alors A =31.21- 
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faiTifH (t ili'-.i-i.r': 











]>c8inLtit5n 13 . . 

Point adherent £ urm partie 

£lant donna une partie nan vide A de E, un paint ue £»t dil adherent k a si. 

Vr e R, r > 0 => £? u t a, r) n A * 0 

L'enscmble des points adherents h A est appele fadMnn de A ct note A. 



E nimple 

« Sait A uiw pertie non vide majafee dp JE, nil? admet une home snJerieure M- 
M = 3 up A est I'yniqup majprant de a adherent a A, 

In effet, si M est un majoranl de A. on a ,vr = sup A si at settlement si : 

Vn > 0, l-Vf - *, JW| r-i A * 0 
done si et seulernent si M e A- 

* Oe mtri 4 pour tine partie A de R r non vide et minoroe, m = inf A est funic ue minorant 
de A adherent a A. 

Dtlinilion l-i 

Point frontiers 

ftant donoe tine parte A non vide de E, un point a t E est dit point frontiere de A sll est 
adherent mais n'est pas interim a A. 



Dutinirion 15 

Partie dense 

□n dit qu’itne pdrtie A de K est dense dans E si I' adherence de A efil E : A = E. 
On dit qu'uiie partie Bde A est dense dans A si A t= a. 



T i-. ' Drlircnn donn» 
i titrr d'infanraliiin : la 
nabon r- , ,l hofi pragurvnr 



tin tel point est caraderise par ie fait que, pour tout re R4, Tensemhle ti D fjr, r> n A \ { x) 
n'est pas vide ou eocore que £Ux; r)n A est infini. 

DlliniEion 17 

Point isole 

On appelle point isole d'une parte A de E tout point a de A potir lequel il enisle r€ RJ tel 
que An fi^a, risoit reduit a (a^r 

a point isoli de A *=^> 3r e R+ . A r\ 8 q{o. r) = ^a}. 



Definition 16 

Point d'aetumulation 1 14 ' 

On appelle point d'accumulalion d'une partie A de E lout point .*■ de E adherent a A 



Dans ce qui suit 



ProprLtte 3 



E est urn espace vectnriel norni^f. 



Ou verts et ferm^s 

a ) E et 0 stmt a la fois^ ouverts et femes de E, 

b ) • I a reu man d'une famille quekanuue d'auverls de E est un Ouvert die E. 

■ L'intersertion d'une famiile queleonque de femes de E est un feme de E 

t ) i L intersection de de>u» parties ouvenes de E est un ouvert de E. 
a u bunion de deu* parties fermees de E est un terror de E. 

Copyrighted 
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ChgiilrF 1 • Csp>«bnvHlcrw4ii nunifo 



a) Par d^Finnlion. 



b ) 5«t(tft)ter UIW familefamille d'ouverts de E et u = [Ji i.r t . 

[Ml 

tour tout x de V, il existe e / tei que x e U*>, 

V £tant ouvert, il e*iste r e Rt tel que £Mx r) c done ZWx r>c LT 
Ainu ij esi ouvert. 

£oit(Vi)„; une famille de femes de E et V ■ ["] Vc. 

*Ei 

En posant la = e \ vi on a V[ s e\ la et : 

v = p|(E\ lh) j± E\ LJ lt l . 

Je r it f 

Les L r t etanr ouvert?. |_J U{ est ouvert et v r est feme, 
ref 

t ) Soil r.'j et 2L deux ouvert? de E. 

Si [.rj a [Jtf «t non vide. pour tout xe E| a ify, il existe rj e ft; et e ft; tell que : 

flotJC ri ) C Ui el $v{x, rfe) c Lh 
done en posant r - minfj'i.rji, on a re R+ el; 

P Q (x rj c n EJfe . 

Ainsi LTi n est ouvert. 

La prtprito resle vraie si n Ufe ■ 0. 

Si Vj et V% stmt deox fetmfe, en posant LTj = E\ Vj et ifa = E\ Vj t U* et LSj sontdes 
GUVftTtS et il irienl : 



V t vV‘Z= (E\ U|) V £E\ 1%) = E\{Ut n, 1%). 
Done Vj u V t est fwm£ car Lf| n Lfc est ouvert. 



Hemaruue 

La propri#t 4 c) s'etend par recurrence aux families fiuies mais elle est fausse pour lei families 
queteonques, 

Exemples dan? i ; 



. Un* 



l 

n 



1 

n r 



tt/nJnt sj - est une famil le cf ouverts 



et p| Ui = n'e?t pa? un ouverL 

«=M' 



■ 



Vn = 




( Vit^t m . esl une famille de femC 



et [J V n ■!(>, 1[ n'estpasun fem£. 

roeN" 

Excmpk 4 Relation entre normes et emmerts 

Soit E un espace vect oriel muni tfe deux normes Ni it A’g telles que Al * aMj, a > 0. 
pour fe |u r }. Notons Pda. rj Da boul# ouverte de centre a et de rayon rd£(lnie par la nome 

Ces boules valient Pat a r) c Pita *r>, (w^a x) ^ ajWjta x) < nr) + 

Done si U est un ouvert die (E. Wj ) r altirs U est aussi un ouvert de (E, iV^>. 

En effet x etant un point de U, il existe un reel r > 0 tel tjue PjCjc, r) t U et I'inclusion 

62 (jc. i ) c £] 0 e, r) donne ^ (x ^ ) c u. 

En conscience, si ces deux nomes sont Cuivalente?. les espaces vedoriels norm£s IE. JVi> et 
fE. i^j ont les m^mes ouverts 
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Warms at i-hlarKss 



Example 5 L' -adherence d une boule tmwerte est la hmiie fennee de nieme rayon. 

Cest-a-dire que r ) = £)j-(a, r)„ 

41 soffit de verifier que tout point x de la sphere Si cl. r)«t advent a (a boule owerteijy n, r) r 
No-tons y ■ a + ft ( x - a) I'imagp tie x par I'homothetie de centre a et de rapport p,e ]0. 1 [. 
tditulorii l£S deux ntirmet : 

|| y - all * |i|| x - a || - nr et || if- x|| ■ || fl - |lK« - x)| * (1 - pjr. 

PPur tout a€]0. r[ avec 1 - ~ c p. < 1 on a pc x r et (1 - plr< □, et done l 
ye r) n Boix, a) et B^la. r) A IMx-ftf ^ 0. 



Excm pk L 6 Adherence d 1 un sous-espace veclodel 

Soil F un sous-espaoe de E, espace vectonel norme,. 
a )■ Matter que son wMienoe F est un sous-espace vectorid de EL 
b ) £n -diduiro qu'wn hypwplan est soil fermfr suit dense dans E. 



'■ 3,fi 1 C*f (14-0 H Ad 
apfarflenmnl i F 

V 7 ' Voiren AlgSbra- 
GfcjnFtiie, la Cir.jd^riwlHjfi 
.Jki hyptrpJdhl 



a ) ll s'agit de verifier qua si x et y sont dans F el a dans H, alors x + y f F ei y* f f. 

la definition de-s poinls adherents A F indique, pour tout T > 0, I'existence de points A et b 
de F tells que || x - a || < r et || y - b || < r. 

AlcrS les najoratiomt. : 

|| {x + y) - (a + b}|| s |[x - a'|| + || y - b || < Sir 

|| kx-\a\\ -|X| 

suffisent h prouvw que x + y et Ax sont adherents I F. 1 ie: ' 
b ) Supposons maintenant que F soit un hyperplan non terms de E. 

Alors il enisle c dans F i F et le droile Kc est un supplementa-ire de F. **■' 17 ' 

Contenam Ko et F, le scius-espace vectortfrl F content Kc F r c'esl-a-dire qtre EcF. 
Ainsi F*E:Fh t dense darts E, 



Excmplc 7 Distance a u« pa rtie 

Soil A une parti e non vide de E, espace vectoriel norme. Montrer que : 
a ) A i(ie E/elfx. A} = 0} ( 
b ) ¥x, y € E. |d(x a A) — ctC y, A}| =£ | j x — y || , 

a ) L'£galit£ d(x„ A) = 0 w tiaduit par ¥ r> 0. 3a e A. 1 1 x - a |[ < r. 

Ceci cararlense xe A. 

b ) Fixons deux points x et y de E. Alors pour tout point z de A : 

| x - 7. | - || y - s: | « || x - yj| {seconds inegaliti- triangulaire} 

df.t, Ai— || y -■ z || s | .v - y ]| (un# borne inlen &ure est un mi iioraritj 

df..x. A} - d(y, A) 1 1 x - y 1 1 (alia est le plus petit des minorants) 

dCy. A) - dix. A) <: 1 1 / - x || ■ || x - y J| {tehang* 1 de x et y) 

|4U.A> - d(y, A>| || x- y || {± i. °i j* |a| *; ^-) 
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3* Suites d un e-v-n E 

La- notion de suite a vaieurs daws R ou C a etc etudi^e en Analyse - PCSP ou MPSf. 

£tant dgnnfc un ft-espaee vectoriet E r on diElnil de mani&rt analogue : 

■ les suites de E. com me applications da N dans E r notations : u, ( un >. ( un ')•*> 

I 'ensemble des suites de E est no# E ' , 

• k'i suites de E definies a partir d'un certain rang n<)£ \ comme applications de 1 +<x D 

dans E. notation : tun)n> r*. „ 

■ les operations sur £ f 4 ; addition et produit par un scalai re, e ' est un K-espate vecturiel, 

• les suites extrailes d'une suite donnfce ( ttn 3* e , 

lU-llllllHMI ]S . 

Suites bornees 

Line suitp (u n . de E es! bamee Si et ieulerr ent si il Oxiste .1 e F.. ( tel quo : 

Vn£ N. ||un||^A, 

I’ ensemble .KEi des suites borneei de £ est un S0uS«pate vectorial die E\ 

UvfmLluun iy 

Suites convergent 

5oit u une wile de E et 0 un point de £. 

On dit que la suite u a pour limile □„ ou converge vers n, si la suite reetle n || un a || 
a pour I unite 0. 

On^CritjlOrS lira. Un = a -^=> lim i 1 ti n - □ || = 0. 
n— M h» H-^*H 50 

RcmaftUMa 

1 3 Une suite convergent* a une seule limite. 

2 ) Une suite convergent* est bom&e. 

3 3 L'ensemble ^(.E> des suites oonvergentes de E est un sous-espace vectwiel de 3&(.E), 
L'appkation L ; -* E, x -* lim*n OSt lin&air*. 

4) 5i la suite u converge vers a alorson peut defimir, pour tout n€ ft : r„ ■ &up || u p - a ||. 

On constate quo la suite reelle n-*r„ est positive, decroissanle el converge vers 0. 

Dchniiunn 20 

Suites de Cauchy 

Suit u une suite bomee de E„ notons ft n = aup{|| u p - l^- ||/p ^ n, q & n.}, 

On dit que « est une suite de Cauchy si la suite reelle (S^k, converge vers 0, 



BtaMU fei 

1 3 La suite l&n\| esl decroissante. 

2 ) La definition s'krrt tradrtionneHen*errt : 

tfe>0 r 3n£fa, Vp?n. Vq-^rv || u p - Uq || c 4 . 

3] ll est commode aujsi if intmdulre = eup||u*Hp- u n || r 

p*n 

u est une suite de Cauchy si et seutenwnt si lira e n - 0, 

n— 1-41x1 

r — Definitional — - 

Valeur d adherertce 

On dit qu'un poinl <1 de E est valeur d’adherence de la suite u de E s'il ejdste une suite 
extrade d* a qui converge vers n, 
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Nantes ft Guanoes 



I Ji limUim 2J 



^ ‘ Un Bspace prehibw- 

fan wmpfet f»t .ippri# mi 
fspffGe l !■ Hilwit 



Un espace vector^ nonne est dit complet si, dans cet espace, toute suite de Cauchy est 
convergente. On dit alors que c'est un espace de Banach. : ^ llSf 



DuliniEiuii 2;} 



line partie A de E tit dite complete si toute suite de Cauchy tonne* de points de a «t 

conwefgeme dans a, 



Pmprit'ltr 4 



L r espace vectoriel normal f^E) 

Suit .Ai El fespace vsttoriel ties suites bombas de E. 

^application |j ■ ||* : yilE) -=* Pi. {Unta-^aupHifah 

neN 

L'espaoeiffictciTOlimpiTne (&(E).H ■ H^.) est note C^(E}, 



est une norme suj &(E). 



^ l20) |li iempLx l diiE du 
besom u pa u,-f r HE, it 
efi rtiulif Ljjr if b iHtfatns He 
convergence el <k CrTote d'une 
mitt iati iJumc qjei Jdin 
f,E,Sji el <.E.Siy si ft ituie- 
nent si les nomtes iV L et JV2 
sent ^qinvnalenbes 



Proprietr 5 



Nlurmes equi vaientes at suites convergentes 
5dt N| Ft i^ deur normes de E, 

a ) Pour que touts suite ronvergeant vers 0 dans (E. A'j ) suit convergent* vers 0 dans ( E. N 2 ), 
il faut et il suffix qu'il exists un uombre reel p > 0 tel que ,Vj t pJV], 

b ) Pour que. pour toute suite u de E, 

ii converge vers O dans (E. J^) soil Equivalent & u converge vers 0 dans (E, a^i, 
il Jatrt et il soffit qu'r! existe des reels « > 0 et p > 0 tels que ; 

nft'l « N 2 ^ pJV]. 



IS* a J 5i I\*2 ^ soft lioi lrv 6 ^ ccsnvetgeanl vers 0 dans (E. JV^). 

On a alors lim iVnf tt™> « 0 et fifoCiin) ® flAMitil done lim AMun) 1 = 0. 

Supposons maintenant que toute suite convergent vers 0 da ns i E, JVj ) soil aussi convergent* 
verso dans (E.A' 2 >. 

En labsence de reel p > 0 lei que AVj * 03^ le rapport ^ sera it non. mafore sur E \ {0}, 
Pour tout ae Al, on pourraildonc trouver un e E\ {!)} tel que y’~| “ n : ^ n ce qui setril : 

^(nWjw) * 1 

la suite de terme general i> L = n j^( Un ) ne converge pas vers 0 dans ( E. ,V;> car iy 2 ( i>, i - 1, 

et elle converge wrs 0 dans (.E.A 1 !) car A’i(LJh) = ^ - C'est contraire a I’hypothese de depart, 
f existence de p en result*, 
b) On applique deux tois leal. 



Priupriet* 6 



Relations entre suite extraite. suite convergente et suite de Cauchy 

a ) Une suite convergent* est une suite de Cauchy. 

b ) Une suite extra ire d'une suite convergeote u est convergent* et a 9a meme limile. 

c ) Une suite exlraite d'une suite de Cauchy est encove une suite de CaiKhy. 

d ) Une suite de Cauchy a aw plus une valeur d'adherence a et, dans ce cas^ elle ccfnirorge 
vers a. 



^opyrigntea n 





Chdpdra t : E-irKices vertwiels rwnws 



d ) et b) : sort (iif L ) cotwergente vers f dans (E. |j - 
POur tool e > Q, il Mist# Mq e N (el que Vp e N. p > =>■ | up - 1 1 | x t- 

AlonSi a) «t consequence de I'inSgallitE triangulaire : 



\\ - ii*j || H || tip - f || + 1 | € -Uff ||. 

Pour b) r Sf Cun) «t extraite de (HnJiy, aim il exist# f strictement croissant# 

tel le que pour tout nt N. u n ■ i^o,;, ■ 

H s'ensuit que, pour tout p€ H r <p(ju) p done p ?? no donne ipt/ij >' M 0 #t la conclusion 
en r&uhe. 



c} er d) ; soir t tint une suite do Cauchy de (£l || - | ), 

Pbur tout f. > 0, il #sate no e fa tel que V(p, qN N 2 , p^no =* | || *. e. 
flour c), si (uhJ = (u^) «t extraile de (un Jn„ la conclusion r£sulte encore de i ftp) & p, 

Pour d), si u est valeur d'adhefemce de la suite de Cauchy (unJ, II exists une suite efctraite 
(u^ nl ) de limit# a. La conclusion result# alors de : 

I Un - a II - II c in - Uf^ll + II Uph - « II 

* Sup H LJjp - llq || + II 1%* - fl || 
p»n 
qsn 



r Pmprt^it 7 „. _ , — __ 

ca ] Ort-i-j i* carictf- Caracterisation s^quentieJIe d« poi nts adherents* des ferities *a 1 21 1 

fisaton su mp des suites 

Soil A une partip non vide d# E. 

a ) Ss irne suite de points de A converge dans t'. alors so limit? eSt un point adhirent de A, 

b ]i Si uii point de E est adrirent i A, it exist# une suit# de .4 qu converge vers ce point 

c ) A estun ter mE de E si #t seulewent si A contient la limit# de toute suite formee a# paints 
de A et convengente dans K. 






a) Avw (un) € A k et 



lim ioc = t, 4crivo«s: 
n-n-w 



0* dl€.M* II f -Un\\ er Hm || F — tiull = 0 
done (iff , A> = 0 C# qui Signilie que f i= 4, |df. exemfile 7). 
h ] Supposons f £ A. Pour tout n £ N\ il existe un point a,, de A tel que : 

|| € — c^L ||; -c ^ car n'est pas vide. 

U suite (ontoy comveirge vers f . 



c) Montrons d'abord qw A «t un ferme si et seulement si il contient tous ses points 
adherents. On a en elfer les Equivalences successive^ uiivantes : 

A ferrn# <==* E \ A ouvert 

¥x £ E \ A. 3 r > 0 r filot x, r)c.E\ A 

^=> Vx e E \ A, i r > 0, r) n A ^ 0 

•£=> Vx £ E \ A. x £ A 

AC A- 

Alm si A est un ferme de E on condut en ulilisant le s}, puis 9e b| donne la reeproqup. 
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. £pj* locale cto dp(i!!r.dCfcifis CtmUfsirte 

B. Etude locale des applications 
Contimiite 



Soft <.E, J| ■ 10 el [F, | |) duuA K espaces ‘voctoridfi norm^ 

ttant donne D partie non vide rte E, $<D. F) designs I 'ensemble des applications de D dans F 
c'est-i-dire Tensemble des fonctions de E dans F, dont I'ensemble de definition est D, 

Ef (D. F) est un k-espace vectonel pour les op&ations usuries : somme do deux functions el 
produit d'une fonction par un sea lake. 

Dans te ces pyptieulief mF = K, on dispose de I'gplralion prodwit de deux functions, 
ef SFfD, K> est une K-algebre commutative, 



1 * Limite - Continuite 



"tfc' 22 1 CetM (picpriiii | uni- 
te la [HtufiiQft 

km rijc'-h. 
Jf-t-CLJtfeA 



___ Definition Zi — — - . 

Limits en un point 

Solf/e 3f(P r F)| AcB et a? A 

On dit qw/ admet une I i mite en a. suivant A s' it enisle un point bde F leF que : 

Vs > 0„ 3 tx > 0, Vx £ A, || Jt - a | < a =* |/£jc) — h| < £ (1) 

On note slurs lim /fa) - b. 

z-tajczA 

RcmamjMcs 

1 ) SH exists b st ti dans F nfiant (1 } akirs ti = Jj r . -et‘ ,£2N 
D3F Onaeneffet; V*eA h jb - if | =s |/Xjt> — bj + [/Ur) — it\ 

done en appliquant (t), on obttent : V e > 0, | b - b' < e r ce qai saiga b = b'. 



rtitrii- 

Uon is / 4 A. 



2 ) Seit A teile que A c A c D. si lim _f[x) = t> alms Lim /Mje) = b. ^ faa ‘ 

x-hukA x-mureA 

3) Extension dangle cas wE= R. a = +oo. a=>|q. +ooL afR, 
lim /( jc) a 5 se traduit par : 

X— H-3C 



Etref teximsiwi 
^rutajup coirp; pendant a« 
cas n"— oc'. 



ejs ' fair* i'fTKiifkm 
anjJc^tr iratrpjpondani nn 



^ <2SI EtkTtfanfsacf> 
st rMH il neswrl te ntte 
teRrilipn qUP J *sl cpntiimt 
« a ii et seinsmMi il sa 
rwptrictiDn i DnS^a.r'i «t 
Lmlinut; cn □ : |J tXVIlirtute 
nt unr- prnprift£ local*. 



Ve >0, 3 06A. VjcC A, jc> 0 =i |/C*) - b| < * 

4) Extensioui dans lie us oil F = Jt„ b = +sc 
lim fix} = +oc se tractuit par : 

jF-mjctA 

V£l?0, 3 a >0 . V*€ A, || jc — a||< a => /W > D 

Definition Z 5 - - .. . _- n 

Continuity en un point 

/ c iffD, Fi est continue en un point « de Dsi/ admet une limite en tt suivanl D - • i ' 1 ' 

iemMULK 

La limite de _/ em ti suivant D ne peut elre quejtn]. 

En efiet, poor .v = a la condition || jl - a |, < a est realises quel quo soita > O. done avec 
Jj = lim (1) iJunris Vj> >0. |/(a) — b| < is r Ofrquitxige b =JX.Q-)- 

jftEl 

Aiasi/ est continue en d e d si et seulement si lim fix) =fUi\ scrit si et seulement si i 

JtC fj 



V at R:, 3re 



r /(DnJSofo.r)-) cJSo[/t:aj,e), 

copyrighted 
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Chip'll* I : vi'i'm PKjirr*#'i 



Urdnitiun Zb 

Continuity sur une partie 

/ e SiD. F) est continue sur £J si / est continue en tout point de D, 

Elant iJurti# A c D. on dit qua / SSI Continue Sur A lOiSque la restriction t est continue en 
tout point do A. 



Pi-Jihiskui 'll . 

Fonction lipschitzienne 

/ f .ffD, Fj est diiie lipsehiliienne sur A n Dsi [ensemble : 

j yt e & l/j est majote. 

Si k> reel k est un najorant de ft, par exempts si k * anpR, or tit que/ est lipschitzienne de 
^rrfj ujjjj lti ^j. rapport k ou fc-lipschitzieftne sur A. • ■} 2i 

tima : 

jr u||. ExeinpJcs 

■ ['application | - || (normel est i-lipschitzienrw de (E r || - ||> dans ft. 

En effet, la deuxieme in&gelite tria«ngubiie dotme : 

V(x r y) e E 2 , | \\x It - II y II MS* - y\i- 

■ A tont une partie fixik? non vide de E r [application distance A A, d A : x ^ cfl r, A > est 
1-lipschitzienne (voii exemple 7), 

Definition 2S 

Horn^omorphitme 

Soil A une partie de E, li une partie de F, et / une bisection de A sur B. 

On dnE que / est un homkimarpbisme si / est continue sur A et /~ 1 continue sur S. 



^ l2>,) On wfnfie FatdHittnf 
que tinnes Ik iwticrH *itro- 

duitti (if k^Jrmmeiii: , Inn le, 

HHiUnurte. fondjcm Ipschel 

JiMnr*. hbiYWkmcrphiiJiirt, 

wnt irvrawrvfw par un dian- 
ljuihjiL de minwi rquiv-js 
isnlei dans £ mi F, Ms*; te 
n'est eviiemwent pas ie cas 
pour lei iHmfiries 



c r «l Kwnt*u*m#nl 

ee thWrtrne qui nous pemwt 
Ira dr pruuun qur ‘r > pjrlir 
Kt (XfterlE mi femite. 



Defiruiion .25? 

Isometric >:'&■ 

Soil a une partie de £, et/ une application de A dans F. 

On dil que / est one isometne 5 t, pour tout couple ix, y) e A 2 ; 

IftKi-iUX-Ijit-Jtll. 



'(‘htiortiHC l 

Soit / : E -*■ F une application continue sur E. V 129 * 

a) Pour tout ouvert V de E,/ _l [V5est un thrtert de A. 
to ) Pour icMiT fenny W de F,j 1 ( W 1 est un ferme de A. 

C5 ' a ) Si/ " 1 ( VO «t vide, c'est un ouvert 

&i/ _1 £Vl est non vide ; pour tout x £ / _1 IV), y « fix i appertient A V et, puisque V est 
ouvert, il i?k iste t. > t) tel q^ie y. n) c V , 

La continuity de/ en x donne I'existence d 1 ? c e Ri tel que r-l) c B^(y r t) done 

tel que : $ a U r} e/~ 1 e>) cf~ H V}. 



i h } V = F\ ur est un *™ert rfe F done/ - V/est un ouvert de E et/ 1 ttV ) = B\J ' 1 1 V) 
est un fet rw de E. 



PTopncre 8 m . _ 

Continuity des forctions lipschi tnennes 

Etarot donne / e #<D, FI el A c D, si / est l ipsdiitzienne sur A de rapport k, alors/ est 
tun tin ue Sur A. 
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«dle Jti dppliL^iiuii^ 'luriiiiuicf 



lYiifirdirU" 9 

Cprart^risitipn seqtten.tie!le des limits 

Soit / e '£?. f).a c D et a ■e A : les propriety suivantes sont equivalences : 

(111 / admet une limite en rrsuivant A, 

Q) pour touts suite ( a n >nj de A qui converge vers o r la suite {/ 1 n n ) ) ^ de F est convergente. 






* (I) =► <23 

Naims b = tins fix) et considerons une wile (ftnJpg de A qui cmvenge vers a > 

X—*tLJC€A' 



I'hypotftfce ¥t. >G,3u >0, VxeA, ||x — a : |< « =r [/(.ej - ft) < # damns- 
['edstence dfe ps M t«l que n > jo =? || an - a ]| < « =* l/Cci,',) - t( < b, 

c'est-a-dire que la suite (/f«n)), converge vers b, 

- (2) =* H3 

Si {rui >*j etc On)- -son! deu* suites de A qui convergent vers to algrs les suites (ft <&/).. et 
(/(cd/}, _ convergent dans F ; verifidns que leurs Nmites b et b f sont egales. 

Pour ceta, il suffit de miner les suites io,,)^ et (o^ en octant : f r ‘' afl " 

Alors ]ira e n * n et linn fic^ n ) = b ■■ lim /(c^* j.) == b\ 

R— rt— »+3c rt— f+ix- 

II s'ensuit que b est la seule limite passible dt>/ en a. 

Par I'absurde, si/ rt'adinet pas h paur limite en a : 

3jf >g, Vn >0. An Baifl,!!) tel que /{*■) - bj ?* £ 



ri'oti en particular: Vm t N’_ 3on £ A tel que || a n - a || < et If (a*,! - b| & e. 

On j a nisi forint une suite Can)-, qui converge vers a sens que la suite converge 

vers bt ce qui est coni' adictui re. 



D'apres i* carat- 

leiiudtLtn s*i;L<rliel>t iM 
points *dNrpnh 



Remarque 

Avecf : A H- F,«t A et fr ■ Lim fix), on a be /(AX Ld'apres la cauterisation de 
I '.adherence par les suites). 



PToprictd 10 _ . 

tgalitede deux applications continues 

Soit/ et g deux applications continues de A dans F r et B une partie de A dense dans A. 
Si / et ^ coincident sur B alors el les sent c-gales. 



m 



lls'agirdeprouverque/o = gj a =*/ = $ u 

Tout point x- de A est limite d J une suite tank de points de B r % lWJ el la continuity de/ 
el o en jf donne : fix) = lim /tan) , ota) = lim 

n~^4rti n^+Cej 

Puisque/ E = g B les suites (f(xr,)) r et (gtan)).,^ sont egaleseton en d^duit/i» = gta). 



l'rt>jVriC L I<i jl 

Composition de function! continues 

ioit R.F.G treis espaces vectorLds oormes, A une partie r k !•;, ri une partie de G, / «ne 
apfilicatign de A dons f et fj une application de Jidans G. 

Si, de plus, /f A) c on dispose de Tapplicaticmcomposee S D I de A dans G. 

a } Limite 

Si/ admet une limite fr en a € A et si g admet une limite ctnb alors g □ f admet c pour 
limite ena:c= lim q g fix). 

x-nusA 

b ) Continuity 

Sli/ est continue sur A et q continue sur R„ alors q c .f est continue sur A. 

Copyrighted n 
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Chip lie 1 : EspatH ■iT±tliil l h*fe. 1 'iuirft^S 



Ci qfui pTGilie, d'ipti 
la taracterisation s^quenr*: c 

d» point atlhtrtrlLi, ul.h 

Bel. 



& a) Utilisons dwx Ms la prtpriM 9 , 

Soil <^n K tune suite da A q ui converge vers a. Alors : 

la suite (/(xiii)) ^ <*e f# couverge werS to 1 1 et la suite ($ (/ Cjcw)} ) ^ converge vers c, 

b) Cest un coroll airc immediately a). 



Proprieit 12 

Proprifcl^s dies isometries 

Soil £ et f deux espaces vector pels norm^ A une paroe de £, et/ : A -r F UK isometrie. 
a ) / est lipsdiitziennede rapport l. 

b ) / est injective done elle induiit unc bijectioin deAsur B = fiA), dant la bijection reciproque 
/“ 1 ; fl ^ A est une isomterie ;/ est dors un homdomnorphisme de A sur fJ, 

c ) La compose? de dew* isgmknes psr une isomitrie. 



PropriLit 13 

Operations sur les fi mites 

Soil/ : A -+ F, g : A -t F et a£ A ainsi que q> : A -4 KL 
s S L'ejfistence de : u m lim fix), u * lim gOc), p. a lim ip(jc3 

jr-KopmA j-m,jncA jf-xi.jrcA 

foumil les rtdtnr£ll£$ Jimrtes : 

lim fix) + gtjr) ■ u + v et Km (pCrifbd a p.u. 

V-jpjp; A X-t-ax* 4 

b ) Si F ■ P| x r . . it f p est un produit d’espaces vectoriels iwrmes 
etsi/ : A — » Festdonnte parses applications composantes x^-fix) a ^[jcl - . . .fptx)), 
slots/ admet une limite to en « suivant A si et seuienment si chaque ft, i c 1 1. pL admet 
une limite (>■ eri a Suivant A. Dans £6 C3S to = ( to>i , toj , - - - , tip ) , 

a ) Pour la Jeuxieme fOriftule, note* la dteOupag? SuivArtt : 

tpixtffx) - M-Li - [<pi>3 - j*] /(*) + p. (fU) - u] 
qui percnet de majorer jipt.t./UJ - p.u| par I'inegakiti triangulaire. 

b ) Pour i r.ontrc-r que l'ejfistence de lim fix) implique ceSle da lim /Six), pour 

tf-wuPEA .v-ia.weA 

tout £ e | L r p I, utilise* la norma sur F dSikfinie par ||tjq , ■ ► * ■ . - sup || xi || f, 

KKji 

ou || ■ ||p^ est Id norme sur Fi. 

p 

Fourlarkiproque^utiliserlaiwiTnesurFdefiniepar: ||Uii*s t - ■■ -VHli ■ || *t I If, ■ 

L-l 



' t'«l un imr. «JH« 
vraurwi de SiA.Fl. 



A namw hv F at 
ryjuee |.y. 



Proprirlc 14 

Operations sur les fonctions continues 

a ) CiA F,l ensemtble des fonctions conld nues de A dans F est urv espaee vectorial. ^ 1 331 

b ) CiA. est une wus-algebre de ^.A. K). 

c ) Si/ ; A- 4 Fetnp : A-jK sont continues sur A alors < 4 / ; A F«t continue sur A. 

d ) Si/ : a F esl continue sur A, akirs |/j : A -r H. x^ |/<x 3 | est continue. 

e} SI ip- : A -» K est continue sur A et ne s'annule pas, alors ^ ast defime at continue sur a. 

f ) Si F = F, x - . - x F p «t un produit d'eSpaoes vectorieh nonees et si/ : A ^ F est 
demote pat ses application composantes x *^/U> - {fiixl - ■ - JjAk)). alors / est 
continue sur A si et seulement si dtaque Jt-A-*Ft est continue sur A (K£<p). 

CS' Ce sont des consequence des operations sur les limited 




C o py r i q hied m ateri a l 




t'jde liscaJe des appfecatiaos ■CofiBnuii* 



E et F sont lieu)! spaces vectoriels normev. 

Exemplt 8 Sflit/ : £-)F continue SCI* E et A Z E, 

Mgntrer que, si a e*t tferase dans £,. alocs/LA) esi dense dans JXE). 

D'apres la taraCterisatiDn s£quanlielle dies paints adherents, A est danse dans F si et seuflement 
si tout point de E«t liin.ua dune suite de pun ns da A. 

Sflit done y £ jftEi : ii exists jeE lei que y =J(x h 

Puisque A est dense dans E, il exist? une suite i jm ^ de points de A telle que x = ]im .^ L . 

n-r *■» 

AlorS la Cpntinuila de f en x dnnne : fix) = lim Jixnl 

n-++a£ 

Ainsi y e / tEi est Nile de la suite {_/(A- n )) r furmee de points de J(A), 
c«i etani vrai pouf Tcul y t /( £ \ gn a /fE)c/{A). 

Exempli? 9 5flit / el g deux appl icatims continues de E dans F. Mcntrer que i 

A ■ { x c Effix } a a(jr)} est ferroe , Bi{*6 E/fix } * gfjr)} esl ouvert. 

On observe que A et fi sont les images neciproques respectives par y —J Hu 1‘erme {0} de R et 
de 1 r Cuv#rt |0. +w I de II. 

Comma g -/ est continue, a eit un farma de E at H est un ouvert. 



2, Relations de comparaison au voisinage d un point 



frs * ■qu'une pro- 
pieiE 9 est uiae au vmsl- 
ruge de □ si el stulemenr 

!il II CJU!.lE Vg V'.tlHl i IeI que 
vl Suit vrase pou- EbuL 
Jrt Y. 



Ces relations ant ete intruduiiss en Analyse - PCS! ou MPSl, chapiire B, dans la cadredes functions 
riel les dune variable f-telle. 

E . F . G sont des espaces vectoriels nonmes de normes ootees || - || j [\ F , M c , 

A est une partie de E et a un point de E adherent a A, 

On pose slots y A (a i = | A n Bu(u. r}f r e RI j - 

Dans le Las ou E = U, □ est urn point de R, done even Luell e-men L a = +» cu a = -oc P ei on pose 
alors : 

V^+oo) m {Anlu+acl /r£ R} , do] * {An ] — oo, r[ / r E R}. W^ 41, 

2.1 — Do minatinn — Preponderance 
/ et g sont des fonqlipns dlfinies wr A a valaurs dans Fet G ; 

/ : A -*■ F . 



DeJmiticm M 

/ est dominie par g au voisinage de v suivant A r et on none / ■ (Vy) cu / « Wgi.),, 
lorsque : 

5V e r A C □ ), 3 A e R; . Vx e V, L(Xjc*| r « k |gUK G . 



p'TC i 

rs>- Du aisssi que g est 
pr^ppod^ranle- rtpwd /, 



HcJinition 3 1 . ... . .. 

/ esi negliqadble devani g au voistanqe de a suivant A, il on note / = oaig) uu 
/ = o(g) lorsque : 

Vr >0, 3 V€Ta(«). Vxe V. |/U)| F * Egtx)| c . 



Rcmargiics 

1 ) Le cas E = R. A = N, a = +oc. daniw les relations de comparaisan entre suites a vaJeurs 
dans un espace vectgrid narme, 

2 ) Les functions / et y conferees ent un ensemble de definitign connmun {jci a) mais na 
prennent pas necassairement leurs valaurs dans la mime espaca vectorial {idi F el G}. En 
fait seules les fonctions normes intervieniwet : 

l/|jp ; A -> R:.ar-» l/UJ| F el |g| c : A -r 
Done/ = Oa(fl0 s'llrtaprtte en j/| F = ftq l |g| c >. 
Copy rig hied ■ 
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□“■upitre 1 : Eipifirt wucn& 



ftOHftfei 



£n paliculier,/ = tStaClS signifie Lim j{x) = 0, 

X-MLX€A 

II esl d'utage couramt de comparer, par exemple, une suite complex# ou vettoiielie a une 

j l 

suite reelle. ( — -= oU> signifie tim sft] 

'n 4 1 ^ ii-ttson + i 

Pans la m^surpnu Ips oppraEinns sunt legitimes da n£ lei aspects vectoirieli COnsid^rH, lUutet 
|p& propriety det relations de domination ou de de preponderance rupnrfn en Analyse - 
PCS I ou MPjl resient ualables. 

j® 

2.2 — Equivalence 

j et g sont des fonctions defumies sur A a valews dans 1e nn&ne espace VBrtorid norm! F. 

D^tmliion 52 . 

f «t Equivalents a g au vobtnage de a suiyant A, et on note f -g lorsquej g = oa(gL 

a 

han!!jj 

1 ) Pour I'Squivalenra de functions ou do suited il #st mperaiif qu# I'espae# d'arrivEe soil 

comnmun, 

2) ~ «t une relation d'EquIvalenca sur I 'ensemble des functions d4finies au vorsinage de a. 



’ ■ ' 1 Paul dViUlSr I'eui- 

tener Ou tie 



3 * Panics compacted d’un espace vectoriel norme 



| Dcliniuon 53 

Partie compacte 

Slant donne um espace vectoriel norm? E de JmertStoti Ante. unp partie A de E e?t dite 

^t 37 - 1 La panie vide ki compacts si pf wJpmFnt si pile est Ferm?a et nornae. 37 1 

done compart*. 

faante 

■ Dans R r [cl bj , (tic b), est un intrva'le compact ; (1} w [2. 3] , {0. 1, 2) snnt des 
compacts ; [1. +oo| esi un intervallefermE mail non borne r il esldonc non compact, 

• Dans G, Is disque f> = {z e C / |z| * 1} est compact. 

Ttrenreme 2 

Image continue d'un compact 

Sort E et F des spaces wetoriels normfe. de dimensions finies et/ une application continue 
de A c E dans F, 

Alors, si A esE une pErtie compacts de £. son image J(.A) etl une pirEie compact# de F. 

*3* ftesultatadmis, 




CoroHaire 

FonctJorks numeriquts continues sur un compact 

Sait E un espace vectoriel nurrne de dimension finie, A une partie compact# de E et / une 
application continue de A dans Ft. 

Aloes/ est bornee sur A et elite attaint ses homes. 



Ek" /{A) est une pa rtie compact# de H, e'est-a-diru une partie fenm£e et bom^e. 

La partie j{A) £tanl bornee, sup/tA'i et inf/W existent, et etant aussi fermee, ces deux, 
homes, qui a priori so^t elements de/OL), wnt cfenS/LA), 

Il exist# done ^ et dans a tels que : 

et 



sup/Cx) =p/(xi) 
t€A 



inf/(*> =/(,*&>, 

it A 
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CuMinijrtf dt* jjppJinlHjns linfmii*^ 



Propriety 1^ 

Intersection d'un ferine et d'un compact 

Sait a une partio compacts d'un wpace uectoriel norms E <fe dimension finis. 

Si it «r une panic fermee de e alor* re ~i A «t atissi une partie compacts de E, 



fc3f A est cpmpacfe done ferm#e dans E- La partie fi de #tant auSSi un term#, M ,- A elt urt 
term# de E en tani qu'intersedion da deux term#s de £- 

A est compacts done borneeet puisque Bn dot il en est dememe pour Bn A Finalement, 
Br\A est un compact de E en tani quo parte lermee-bam#e. 



Ext tuple 10 Sort S la sphere unit# de I'espacevectoriel norm# E ■ (f? n , || ■ 1 1 ) ; 

11 

S= jjf = ■!>] „ . - - , V,iJ E R rl / ^ i*i; S l| 

et soit N une norme quefconque sur tt" 11 , 

a ] Munirer que ['application : E -* R esl liipschiliienne done continue su* E. 

h } Manlier t; u' il exi£l£ v e 5i* tel q Jie in = inf 

-tc.S 

c } En deduire que Vx e R 1 ". Mjk] s= a||x||i. 

a ) Pour tout x = [*| . . - - . ;oi) e K ,l „ on a, en no - , ant {et ) t la base canonique : 

n n 

x = ^jciae done «; ^ |xt| Nter* 

D-l !-l 

et en posant it ■ mux JVC eft : Nix} ^ t|| x || \ , 
l<J*n 

La deuniems inegalit# iriangulaire donrw a lore ■ |M jcj - M yj| s jvu- y) e t|| x - y || i . 
Ainsi IV est fc-lipschtiienne de ((3". || ■ Ij) dart S. 

b ) S est un compact de E ■ [R n . || ■ ||i) . 

Done I'applicaton continue ,V esl bornee inleriettrement sut S et atteint cette borne ; 
il exists jqq.eS tsl que N{jh) = inf JV(xj. 

*K=S 

Ptisans (i = ,VH j«h >■ puisque N est une norms el est non nul, on a a >0. 

t ) iPtiur tout x e Ft" \ f ok ,. A , appartient a S. done ; 

ll*lli 

N | J 3r a c J est-#--dire ppJjj-NCif) =■ a d'ou encore Nix cc||*-||, r 
II rests a rtoier que cette ineqiali te rests vraie lorsque je = 0. 



C. Continuite des applications lineaires 



Les progra^mts n r awfca- 

:| L‘ n i. qut lc ui «i eipKn 

jf dimension fine. 

U» ecuJiduii dcirrtfH sim- 
uleniKiic iavijir que loune 
application l.nraiT / f i«i 
e-M-n ( E.S'/ die dimension 
finie dans in eune ncn 
-IF.tf' ) eel condinue sur E « 
que rrri w dnlut dr I'mis- 
tence d'un iSel k=-0 hJ que 

vxa E, A" (/UiJ^trvi*J 

Ces r^soltrrts w rifWuiwrei 
natjrellement du ihec 
iwre 3 qui ne oomporte 
d'hjpothi?w df dmmcion. 



E.F.G deciq nent des espacss vector iels nurines. Les noirfltiS Sunt ttiUtes notQOS 



Theurtme i 

Caracterrsation d«s applications lineaires continues 

Pour une application lineairej de E dans F les pmprietes suivanles wnl equnralenles : 

(1) j est continue sur E 

{2} j est continue au poi nt 0 £ 

(3) / est domes sur la boule unite lermee tti-tOB. l) 

{4} il enisle k & 0 tel que pour tout x de E ; ||/(x) || lr|| x || 

{5) j est lipschitzienne. 




.opyrig 




Chapitn? 1 ; Espies iwiinel? ncrmto 



0%' II esl ladle de ta ire unc demonstration circulaire. 

0) =* m =*■ m * (4) =* m =* m 

- (3) => (i) 

En ufilisanl la cantinuite so 0 £ , il exists a > 0, tel que || k |] *£ a => ||/(x5 1| ^ 1, 
Tout vecteur y do la boule unite fennee venire || a y ||, = « || y I ,| =e a dfcmc ; 



Jyy> ■ donne ||/(y) || ■ ^||/(a.y) || «£ ^ 

Ainsi / «t ban-tee sur la bools unite termite. 

■ {3) => (4) 

Expri mons que/ est bornee sur la boule units fermte : 

3it&0.Vjc€£.||#||8El =* ||/0rl||«fc, 

y 



Pour tout vecteur non nul y, on a 



/ 



(ij!if) 



e FjCOp. l)dk>nc ; 



*k et ||JTj/)||*;fc||y| 



Sachantque/CO) ;=O r rinegalite|;/(yl|| =e k||y|| est valable pour touty deE, 
> Les autrssimplkationswntsansdffiwlte. 



Remarques 

1 ) La continuity de f s if iE, F) reate arqu..&e par le changernent d une norms en uiw name 
Equivalents, dans E comme dans F. En revanche, / peut etrs continue sur l.E. || ■ |||) et 
noncontinnwsurtE.il ■ || 2 jquand|| ■ ||iet|| ■ || 2 no son! pas- Iquivalentes, 

2 ) Dans les prapr etes du theorem? 3, on peut remplacer : 
en (2) le point 0 E par tout autre point de E. 

en (3) la boule unite lermee par touts autre boule de rayon non nul, nieme ouverte, ou par 
une sphere de rayon non nul, 

3) Souvent la ruse sn ctefaui de la cemtinuite d’une application linteiie / e if(E r F) se fait en 
exhibant une suite de la boule unite de E telle que is suite [/Kjoi>] ^ soft mn bonves, 
( lim ||/['jKn)|| =+a: par exemple). 

ri-fr+sc* 

TbCOft'mt 4 - - - - . _ 

Espac? dss applications iiiteaire? continues 

I'enssfnbJe des applications lineaires continues de E dans F est un sous-espace de :i \ £. F) 
que Ion nolera iciE.F). 

US' E. F) est non vide st stable par I'addition des functions et la multiplication d"une fondaon 

parun scataiire. 



Kxemple i 






Application lirteaire iwn continue Soil E = G?|Xl I'espace des polynomes reds norms par : 

o 

PsV oi*x^||f|| £S3 = sup |cti| 

1=0 

La forme Impairs # sur E def ink par f (p> ■ Ft 1 ) pour tout P de E n'est pas conti nus, 

19 s J ag«i bien d une application lirteaire de-lime sur des espaces vecto riels normte : 

f ;£4 R. P-fF(l> 

E rrarm6 par || - H*, et R par la valeurabsulue, 

Essaycns d'appliquef la remarque J| ptec4dente. 

Notons P ra {JC> * l + X + . . «. +X n ; on a alois || P„ ||pc = 1 st ip£,F ra j ■ fwi) ■ n + 1, 
Vbili un temple d'uns Suite (PriN * ^ splten? unite dont La suite <tes images (upD^i)) ^ n'eSl 
pas bornee. 

L apoli cav on lineaire <p n est pas continue sur { E , || ■ |i. ; . : >. 
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Excmple 12 Elet d'un changnanent do noniio 

Rcprenans. ks notations de I'exempl^ 1 1 ot oonsidkons fur E = R | X I dpu* autrps ngrmes ; 

<{ g 1 

l|p 111 -En « iiPB.-fVflf] - 

i-o V D-a / 



' C« qwitinnj » 
|Lnli'nnl pur Ir Hart iju? les 
nointo || ■ ||], llir *T 
IJ U nfr urfl p.j', Mjuv.i 
IW'lfJ. 



L'appliosion ip : e =+ k, p*-* missile continue sur <e. | ■ sir iE. I ! | • | a )? ^ l3a> 
■ || P h en if (PI- sont llitas par : 



|#CPK - |K1|| = 



5> 

r=o 



£>1-11 Plli 



r=g 



cp est bomta sur la boule unite de fEj ■ ||i) (|rp(P)| * 1 si JF)|i * 1.} 
[/application lineaire if esl continue sur (E,|| ■ \\i). 

m Reprenons la suite P„<X) = l + X + . - . + X* de rejremple II ei cakulens ; 

IlFrJIa = '/n + 1 et Pn(l)=n + L. 



| :■ 

Alois = -j— — appartient a Ja boule unite lemn£c de (E. || ■ || 2 ) 
vn +■ 1 

tandis que = |Vrr + i). est une suite rtalle non bornta 

Ainsi, f'applidation lir*£aire est non continue sur ( ft’, | ||-j j, 



lii/llK?llfllll«t 

un m.ijcranl d? 

lll/*9lll Ht It plui petil 
majorant He cet waniclt. 



Theoreme 5 

Ncrme d'une application lineaire continue 
E el F desigmanldes esp-aces vectoriels normfc, I'appl-ication : 

3 M 4 F>^S. / -*HI/ III = &U P 

esi ur» nofitrie sur !£ C (E. FI 



R cBUH f K 

L existence du teel 1 1 \f \ \ | pour/e jt^iE. F> esi justifies par la proposition [3) du thtarfeme 1 2. 
lii Notons ff la boute unite formta do E : fOg, 1). 

Vein Huns leS trois cn teres de definition d'une normne. 

- Si HI/ 1||=0, alors pour (out *■ e B, ||/(xl || = 0 et/U> = 0. 



On quelquesoiti/e E, jc a e B done /t|0«U + ||i/UifCjd »0. 

Conclusion: ||/||=0 =*■ 

■ Ntolons lij) » { ||/t xi || /x e B \ c. H* pour / e i£ c [E. F >. 

Comma l ( = |A] lij) pour a e on a : 

sup W) = |*| sop Hfi C 'est-i-dire ||| A/| | j = ]||/ |[[i. 

■ Soit/etgdansa'ciE.F). 

Pour tout jr de a on a \\Jix) +^x)|| <s | |/U> || + 1 | &x) |[ « |||/ 1|| | +■ 1 1 1 3 1 1 1- ^ 1 im 
done iupl/Ort+sK*? || *!||/||| + HI 0|| e'esr-i-dire HI/ + alll ^ III/HI + III Sill- 

.rt B 



Cimvcn tinn 



Ctesque Eet Fsontdefi BSpacesvectariel5 sur lesquels des irurmes sur Ect F qwit e(n fiKe?5i 
I'espJCe vector iel fr<E. F'l flsL rriuni de la nurrrie jj - || precedents 



CettE norme sur Sf^CE. ft’) depend des nqrmes ,v c el N> chokies sur E el F, on di( qu'elle 



est Suburdunnee a ,V K SL N F . 
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TMorane 6 



Expressions de la norm? d'une application lineaire continue 

Pour tout/ e a^E.Fi, on a: 

a) II1/J |: - sup |I/U)|| = sup ||/U)|[« sup 

|x|«i IM1-1 xe&fQt) ''' 

b) lll/I = mmjfce R+/ Vj;g E||/(*)|| *fc||x||}. 



ESP a ) Sp/ g Sc(E.F>, i KlStCTC* de : 

n= sup l/lx) If, d« h = sup ||/U)|| el-dec^ sup ^ ^ ^ 

ll jk limit tt'ii-i M-*w 

fi^ult-e do theorem? 13j propositions (3) et (4), 

£i dfeigne toujours la bode unit# fermee de- E et wit S la sphere unit#. 

Il/Wll 



Ona 



r (w) eT {[CT^ €£M ° e} } Bs? donc b 



= t 



5cF danne fcm g. 

Pour lout x de £5 \ f0 £ \ , on a || fix) || « 



TOT 



d'ou j|/(x) || «s c, in#galile encore 



v#rifi#e pour x»Oe d'ou a*c wit aussi a ^ b, 
Frnalemerit a = b = c. 

ILA*)« 



b ) sup 



est le plus petit majorant de I 'ensemble 



{ 



IJW1 



/rt E\ {0*} 



} 



done c'est le plus petit des reek posidfs k lets que ^eI \ { 0^ I . 



WJlxH 

ir^r 



■=£ |f. 



Ainsi, on obtient c = mini { k e lt+ / V x € B\ {Of}. || ,f(x) 1 1 «k jif, | x || } done ausii, puisque 
/tOe) = o Fl c = min{kg ft+/Vjfg E, ||/U)|| « ae|| *j|}. 



. . CurulLain; I 

Pour/ e 2A& F), on a Vx c E. ||/(x) || * |fc|_T 1 1 1 || x || , 



Cud tourm une m4- 
thede pratiqij* peer ^tuditf 
tj ctmflwtf June apfriica- 

liuil lillHJIlH. 



Cornllalre 1 _ 

Soft/ e /(E. ntrikqull exists un rtel k tel qua pour tout x de E, ||/(x) |; ■£ kj| x ||, 

Ators / esc continue Et |||/ |jj * ic. 



^ 'SlCfTiplei ; 

■ iE.K ■ «ant un :-.-eipaie 
wctrriH nmme, muni 

de le rrjrme yJnnd-jRirtte i 
S «41 uM K-e^ttie i i u r ■ i i t*e. 
foment Ul 
m A r I, ini un erunble qsiel- 
ronque, I'enEemfele JUA-tl 
dts jppliUAhHi* bcrn£n de 
A dam Cv muni li nemr* 
II - lln imp Hi Xgtb'F raw 
mte, dYtaSmertl unit# 1 i.tpfili 
tdliun i cm. Uriel. 



zs 



TMo rtm e • 

Composition d 'applications Imeaires Continues 

Sort e, F, 0 trois espaoes vectonels norm^ / e .^;-CE, F\ el g e f G}, 

Akra f,o JeZAE.m et ||lg-/ltl flllflill IJI/E 



GZ D^lecowllpiie^edenl; blsK^ II * III trill ll y|| et fi/W||^|||/||| Hjc|| 

tfooayec y-f(x), on oteent, jKHirtoutxde E ]|tfo/t*)|| Hlff'll IIIJ' Hi 1*11- 
Le coroNahre Z donne alors la continuity de g n / avec Fll H°S III ^ III ffl 



Dehmclon 34 

On appellf alg#bre norm#e loute K alg^brB i muni« d'une nurrnB v#ritiant ; 

Vtx. y 1 £ j 1 2 r .Ml x ■ y 1 ** >VH x) iVlyl et flf ( l .j ) = 1- 
On dit aussi quo .V esi une norma d' aigebre 

Si I'aspac# vectorial noimy A est completon dit que si est ime alg^tjre de Banach. *^ ul] 

. C_opyi rig hted material 




ts#a£es normes rfe ifimeiKrni lime 

. 

D, Espaces vectoriels normes 
de dimension finie 



L Equivalence des normes 



G* r*iulta 1 pjt id 

Mtt 



Tht^rntme B 

Sur K n deux normes quelconques sent equivalentes. **' u ' 



Theontme 9 ^ _ __ 

Equivalence des normes en dimension finie 

Deux normes quelconques d un k-espaoe vectoriel de dimension finie sont equivalentes. 



| am 

*> ' Appliuflinn Irirdri . 1 
bijwth* 



B-’i 5oit E on K-espace vectoriel de dimension n t il exisle ^ isomorphisme de K' 1 sur E. 
| ■ || etant une norme sur E, |p j ' 3 K n -r R, jen-||ipfjc.)|| est une nonme tur 64’’. 
Soil || ■ ||i el ]| ■ \\-£ deux normes sur e, l» normes || ■ (|^ et | ■ ||^ de W 1 qui leurs sont 
essodees par sont equivalentes* done, il existe a > 0 et (i >0 tels que ; 

V*gK". «ll^t»lli * II (pMlh^ WI^WIIi 
cequidonne Vye E. u |y|li ^ || y la ■£ p| y lln 



Z* Continuite des applications lin£aires et mukilineaires 



Taulov Ies. normes 
v_i £ son! rqjit'.ili'n 3 i-i 

pusque r'est un soase de 
dfrnenjkm finie 



Theori:iTu: 10 . 

Continuite des applications lirveaires 

Soil E el F deux espaces veciwiels normes* E diant de dimension finie, tnule applicaiion 
ItnGaire/ e i/£E, Fi est continue. 



. (UJ 



C.£f Soitfmli^r^-n une base cfeEet la norme definie par |] y’ .^ur || = sup |jed-^ 1 

tf 1<M 

J| fl ni 

Avec x a ^ jqlii. on a _/!*) = jq/fm) d'ou [|/(x) || * Jjq| H/fm) |[ 

i- 1 l-l 1.1 

n 

En notant Jr = ^ |[/i(ik) ||, ill vient ||/(jr) || « fc|| x ||„ ce qui garantit la conlinuite de/. 



£«1 



C r rtsuhar ell 
denni 1 d lilrr d'-eiemp^t-. 



Theurtrrnt* 1 1 __ , 

Fn.dnmorphismes d J un espace euclidien 

SoitEun espace end idiende boule unitir termee Is a fxe E/|^|i = l}= 

a ) Toul endomorphismej de E est conlinu et : 

111 / 111 = SU P 

u. y* & 

b) Si / e 2£<Ei est symetricpie positif, on a : 

111/ III *shp ■(/{#) *) = pHLH 

A^e rr 

oil p(jTi est la plus grande valour pmpre de/. 



Copy rip 



. Chdp.iie 1 : Etpjj-.rt veciix 1 ^ miinvFs 



®5 



a ] Un pspacF puirhd.pn est de di raertsian finis. Tout endOmOrphiSiHe/ de hi est do nL tan tin u. 



l'in£galit&de Cauchy Schw\Jri donne : 



Gone par definition do la nonne de/, pour tout (x. yl de on a | (fix\ \ y) | « |||/||| 
el on en dkluit : sup |{/(jc)|y)| « |||_f |||. 



Po«r tout * de Del que/U) * 0, cm pent £?rite ; 



llJWil = (/Ur)| || j || ) 



etenposant tf * 0 JcTTf ona IMI sl c * onc: l/Wll«l|{fW>|»)| /tngtaB 2 }, 
II en rfrsulte 1 1 |/ 1 1 » sup ||/0e) || ^ sup | (Jix) | y) | „ Rnalement t 

XB ft l>q,ute JP 

111/111= EUp lf)|‘ 

Uyfeif 1 



b) On suppose que / 1 ££(E.i «t symftrique :_f =/’, et positif e'est-a-dire : 

Vjsre £. (fix) [ x) ^ 0 (voir Alg£b« - Gtmttfe chapitre 6). 

Llnduswn f^/x} | x) /*£ E} t { | y) | / ix. yl e if 2 } do*me : 
frirp (fix) | a) * sup | (ft*) |tf)| *= III/ 1||. 

L'endomorphisme / etant symetrique. on sail qu'il exlste uw base orthonoimiale de E, 
(erh^j^n ^rm^e de vecleurs pirapres de / -J(ej) = Ater : et la po&iti vice de / donne 
V € 1 1, nj. Ar s* 0. On suppose * max A[ - v if), 

l<|4n 

a n 

Soit alors x * jgea un element de & : || x||® « ^ xf « 1, on a : 

(-1 i=i 

n n. 

J\x) - ^ Kcxiet done I|/Cx)|| 3 ■ ^ A?x? * A? et |||/|1|| * Aj, 

1=1 IV1 

Anwc {/(.ej ) | et ) * a il vient d'autne part Ai * snp (/tx} | x) . Finalement : 

Xeft 

*i * (fOr) | x) * HI/ j|| ^ A, (To& HI/ HI = wp (fM | Jf) - Ai - KT>. 

jfrfi Jtr 0 



__ CorofllllC . 

Dans un espaea euclidian E, pour tout/ e : 

a) III/* III = 111/111 
M EII/lll’-lll/**/lll-Kr*/l. 



(Eif 



a) {fix) | y) = (jTiyJ |x) 
obtwirlLT ||=||/||. 



on applique le theoreme prkedent proposition a) r pour 



b} Avet (fix ) |/(x)) ■ (f* & fix) | xj, ii went : 

111 / III* - b«P li/fx} 1 1 2 - sup (T «/{ x) [ x) . 

j(¥@ xelf 

Or/* o / est un autoadioint positif done le theoffme precedent, proposition b). donnue : 
eup^'' g/(x}|x) - HI/* fl/||| = pf/* of). 

XX & 
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Esp**s w.iCfiefc; nopnfes A dimension flnle 



_ __ Theq rfrne 12 ^ ^ ^ ..... „ .■ _ _■■- 

Corrtinuite dcs applications multilineaires 

$oit Ej, . . . .E,, des spaces vectoriels narmes de dimension finie, F un spate vectoriel 
norm4 et M : Ej x . . . xEn-tF un* application rt-fintaire. 

AlDrs M est continue, 



m 



Confbrrwment au programme, limitons-nous au cas ri = 2 et El ■ E? ■ Ej 
M est alors ume application bilineanre hit E h valeura dams F, 

p 

ChoisissonsMntliwivetK], r , , , L i^>cle E, ufiienomiesurE; || 7 jcmt||- tup |*(|r 

w ***■ 

one nornie sur E 2 ; II U, y) | j - i\Lp* 1 1 * 1 1 , || y ||), 

• Montrons que M est bo row sur la boufe unite de E a . 

p p 

Pour{jc.Lf)e E 2 et jr = ^ jeiiif. y = ^ _y^, la Ibilirk^arit4 de M donne : 

f=i j=i 



p p 

Ml*, yt = ^ ^ xtyjMiui^ 

1*1 j>] 
p p 

et il'megalitG tiiangulaire 11*^11 ^EEW Imp I IIWui,ij()||. 

[=1 J=1 



p p 

£n rtotant Jt = ^ J]l| M{Uf.Uj)|| llvient ||MOty)|| 14 *11*11 llull- 

t»i >1 

Sui la boule unite de E 2 , on a done | Mi*, y) | =£ k. 
a Montrons ensuite que M est continue en tout point to, bj de E z . 

La inilineariite de M donna pour tout (*, y) de E 3 l 

i a HU y) - M( o-b) = M(* — a, y} 4 M(cl y — b)„ 

A present, matrons A : 

||i||^UMt*- a .y)||4||MicLy-b)||^fc|l^~«|l || y || + Ml ° ll ll U - M 

En notant h = ||(x yi - to. b)|| = .i-up (|| ix - a) 1. 1| j* - b|), on obtient ■ 

|| yj| « || b>|| + ft , | A || £ fch(|| a |l + || b || + W el enfin limieO, 

h-*Q 



Copyrighted n 



31 



H 1 




ChdpiCiE I . Cifflcrf. uel&mcK no*ir«- 



L'essentiel 




E, F„. wnt des e-v-n, 



I, Nomics 

l / Si l am vl'lii montrer que deux narmes. JV’ C et iV> sur E ne sont pas equivalents 



* (m ncut mherchef txn>.'i e e* telle que Jim on o. 

n r ■+■>:. iV-|i Xii J 

1 Voir Si he en ieavre. exercice 1 



IL Ouverts - Ferrnes 

if Si I 'on vent mwtrer qu'une parti* a de E esl ouverte, 

, tin pc ill k en r«vendnt a la defimlun, pnouver quE pour [nut q f |l emtp 
r^Olel qittlXarJc: A, 

■ interpreter A com me image neoproque d’u-n ouvwt par une appli- 
cation continue. 

* Voir St he en iruvre, OKeFtice 2 
if Si I 'on vr m montrer qu'une partie 0 de E estfermfce, 



■ n n fKiit » verifier que son complpmerttflire : e v D est un ouved, 

■ interpreter B comme image reciproque d un feme par une appli- 
cation continue, 

p util iser la cararterisation sequentiel le des ferrnes. 

■ Voir Siise en a-u ire, exencice 3 



in. Continuity 

if Si I 'on veut montrer que deux applications/ : A-» Pet g : A -» F. continues 
iur A c £, coincident. 

. on pe in verifier que leurs r«[ric dons a une panie B dense dans a sent pyai-fts. 
■ Voir Sfiie en ftm-TF, exereice 4 



IV Compflcite 

if Si I ’on veut moniffif qu r une appJicaiion / : a -t F est bomee et atteint ses 
Jjomes suf A c E, 

. on p*ut penser a examiner si A esl compart el / continue sur A ou, si te 
n'est pas le cas, se ramener a un problem? analogue en considered 
la restriction de / a un compart B c A. 

■ Voir Mise en aavre, execcic# 5 



V Applications Hneaires continues 

if Sj Too vcul cakufet ta norme d'uue application lineaire continue/, 

. on jHMit recherefier k e R + tel que V* e E. | fcj| x\\, ce qui dtmne 

MU' HI fc, puisexjhibefxc E verifiant || = fc|jx|: ouadefaut 
une suite r.n n ) de la sphere unit£ telle que Jim ||/i> n J |] = k. 

n -+ +*2c 

- Voir Afiwr en cnrrLW, exert ices 6., 1 et B 



cipy righted 



Mise en oeuvre 



L Notmes 



lix. 1 

Sdit E I'espdC* dei iUitte c-umplexei u = (u n ). , barn^s et Lk-IIb-s qu£ = 0. 

On define i\ r x et ,V par Vk e E. JV x <in ■ sup |un| . iVtu) = sup j Lr JS ^_i H n j. 

lif N ikN 

lj Montrer que JV^ et iV soot des iwrmes sur E, 

1) Mpntrfi qu r il enisle JcC ISj Eel que H - JfcMx . Quel est Ip plus petit k possible 7 
3) Les rwrmes JV X et N sont-elles equivalent 7 



Indications 

2} Pour qu'un red fc verifiant N ■ kN x wit le plus petit possible, il suffit qu'il exists m E lei que AH [■> ; kN x i r-! 1 , 
3) Consicierer une suite u<yj dependant d'wn pa-rametre q telle que ,V X (ulqJ) puisw etre rendu aussi grand que 
Ton MWrt (en jouant sur q) tandis que iV| i4q)) reste bam#, 



Solution 



c ;niniiHEU^rts 



1 ') ll est immFdiat que ,V-, et .V verifient les aiig^nes £2 ) et £ J) des nnmnes. 
Pour tout u e E on a Vn c P;J. | r< r , | IVxIh) dome, JV OT («> = 0 donne 
u = 0, 

De meme M.u.) == Cl donne Vn t |tj. u nr i = lui. u est alars canstante 
et, puisque Uo = 0, rl vient u = 0. 

AiiKS.1 MV e! W son( des nOrmes sur £. 

2) Pour taut u do E, I intake triangulaire dans £ daniw : 

Vne FM, |L£ IEI t - u n | -• liin+il + \im d'oii j"Vi iJ J -- 2JV i; {tt.l. 
Consitferoin Id su:Lf i - tdle que = OdVne N". Uq = (-1)* 1 . 
Hite verifie : N^U-'l = 1 et Jif(w) = 2 done, si Ji* e HI est tel que 
Vmc E, n( m ) n > r on a if ^ 2 , 

Puisque le npmhre 2 v#rifte Cette pmpnete, r'est le plus pent 

3) £tant doone qtlo. Lj, considfcrons la suite u telle que up =0 et 
Vn S: N* Un*-t - *Jn = 

n-*l 

On a alori pour tout n > J, u n ~ ( kj = ^ [u#f+i - 

*=o 



done 



n— 1 

I in = y~^ g k 



Sr-0 



1 q" 
l q ' 



On verifie ainsi que ll est bien element de E avec Mu) * 1 



et N !((!)= lim Uit = . 

Fi'-ttri; 1 — q 



En consequence, on a = T~'q e1, ce rapport n'efcmt pas ritajar^ 

quand q decrit |0. 1 1. les normes ei N no son: pas 4quivalentes. 



On s'-r-rj lip imi’rnpnr nut £ bifn un C «p.X0 
VKtDfiE? 

No«* que I'esiscerKe dt i u i et .V) u i eeni au 
tar^Kre Dune de u. 



En tail Li L’dyK iti dr takuliT la frame Uipiurai'? 
5 ur >: \ 0 \ i\r y ~ i *1 H ff Irniivn rrhn l^mii 

est etteinte : c r esl un grand element 



N i> ji ivrji uourt)iis en oiesence dir Iwm enue 

la suite I la sene femme $Mtal 
u,,,] tin. ce nuF seu d bond am inert uiilise a pur- 
Ur rtiEdinpim? J 



La suite (I «{ prmisive OTiiMnli*, terne vjpe' 
neLrp r- .l r .: l-milr. 




Ch^p; IF' 1 ' E5(S*« WCJfflilft nnr.Tin 



i 1 . O ii verts-Ferm es 

Ex. 2 

Soft A et E deux parties cTun e-v-n t' r non videt ferni&s pc disjointed 

1) Trouper une fonctioo continue/ : E — i H tell# que/ A = 0\/ K = 1. 

2) En deduire I'existence de deux ouverts diijnmis U et V dp E Dels que : A c L 1 , B c. V. 



Indications 

UtiNser les fonrtkms ffi-ulk A).x >-* cfl*. E3. 
4) Utiliser des images f&iproques diverts do H 

Solution 


Coxnmentaires 


l) Notons a et fl les fonctiofis de E dans R definies par ; 

<i<x) = d[x, A) #t fUr) - dU, B). 

Ainsi, les functions n p| £ vent car.tir ues sui £ pi la function a +- p ne 


Or, n iu drirr, l>xpmplp I ou cmin que 

dtX,A)-dVMAJ|^|U£-|f||. 


s'annwle pas swr E. 

Ceci justifie ^'existence et la continuity de la function t 

ffj jii^ [i U 

II est facile de Writer que/ est a valeurs dans 10. 1J et que- ; 

Jj* = & - J[u 2 1- 


D'Mt pin, a eiam feme* on a 
fftiuti-4 *=* ivA. 
ut de mfrmc pAur Id. 

Ains* A *1 B PU*it fennpp? dKjoinCFS. qn a pro.- 
but <■ ntjfjso mi ptc>P dkrnc (n4p j (* M) 


2> Notons UmJ- 1 ^ -nc.g j et !/ =/~ 1 ^ j- 

Ce soot ctes ouvprts disjoints de E, pt ACE. j B e V car 

-wNw) et 


in tsffl l?j triages rttipraques (fauwrts disjoints 
dr fi pj ur-e Sjiil'iuii uniUnue. 



Ex. 3 

Soil A = JtpiO diagonaiisable, Montter que 1‘ensemble des matrices semblables a a est fermi dans X.p(C), 



Indications 

Caracteriser un ferrrie 4 l'aide de Suites. 
Utiliser des polynomes anmjlateurs de A. 

Solution 


Commentalres 


D J apres la caractyrisation sequentielle des ferm^*, J suffil pour faire la 
preuve, de montrer que H poor tpute suite i M n )r. dp matrices spmhlables a 
A qui converge dan* ,UpfC), la limrte B eslwmblable a A, 

Rappelons qjue M est semblable a A s'il existe Fg GlyiCi telle que ; 

M = P -] AP. 

Atari. pour tout k e ^ : M ft = l >-1 A k Pfft, pourtOUt^t C[X] : 
g(M)* p- l gfA)P» 


I'espar* i detf &tre muni d'une ncmiE. 

par biempte : 

II AI|- aup |Ap| 
l*Kfl 


L'bypoEh^sp a du guria livable se traduit pdi I'existonce d'un polyndme g 
scin# dans C|A.| ayant $ps radines Simples et tel que Qt,A) = 0. 


Cf. Atgebre-lj^omelTie, chaeilre d 


Alo« Sin. semblafble 1 A. verifie g<M,i ) «!l ft ]ixn = B 

ri— h4oc 

donne yt Et * 0, ce qui .prowe que & e^t diagonalisable. 


Continuiii de w '0> M) dam Jd^C i. 







En prenant considerant le patyndme caracleristique de A : 
xa = de*(A - xip). 
on a aussi Vn e M r XA = detiMn - 

et Je passage A la I imit-e dofine = Jim deti ,W n - JO, j = jtx - 

n-++Dc 

L« mairicps A et I? ont le meme polyoome cacacttfistique el elles sont 
diagondisables, elles son! done sembl ables a la JiiGme malnce diagonal 
et par transitivite el ^es soot semblaWes. 

Aii«i i pnsemfck des matrices semblables a A «t terms dans itpiC ). 



Dfiiji m,iirjEr> imilsiiNes wH 4e nveme pc 

tyriani caradfrislique. 

l r i[ij}li<*(ji}n M- -dt*:M-ATpi os ( ofi eHet 

CBoCinae car tompasantes sur la base 
cjnflniquede Kp|.V| swrtdes Icnclionspc 
fynomes dps coord enntes deW. 



Ill, Continuity 

r IlX. 4 

On suppose que E si F sont dss ft-e-w-n. 

Soil/ : E -4 F qui itfrlfe : Vt . x . y) e J E 3 ,/( jc + y) = jf (x) +/( yl. 
Monti er que si J continue en 0 ^ alors / ret Nneaire. 



Indications 

fitahlir fikxi = \ fix ) pour h r FtJ, l , Q puis R, 



Solution 



Cortimetiiai tips 



L'egalitd \f(x + [yj fix} || ■ || y|| montre quo la conunurte en Of 
entrains la continuity sur E, 

Fixons un vecteur x de E el notons g la lonction de it dans F definie par 
9t f ) ■ fi lx). 

Elle ret continue sur R et trtoilie _i#u + oj = + gti/i poyr tout 

couple (u, u) dc- reels. 

Le probteme revient a montrer que g coincide sur R avec h :t* tfi.x k 
Montrons d'abordi que pour tout 1 1 Q. fitx} = tfix) i {.P} 

■ la proprieti (■$) est vraie pour t = 0 el r = l , 

4 si elle est vraie pour it, site J'est pour n + 1 car / i i rt + 1 jx) = fi r ix'/*fix> 
m par recurrence; elle esc done vraie pour tout t e N r 

* de/i ixi ■ fit*), on deduit aloes qu'olle esi vraie pour tout t e= 1, 
et ceci quel gue sort *■ e E, 

P 

m tfiFirt tour t <=. u S'^crit t = -- avec^e Z. q C 1^’ et avec px * qtx, 

puisque (3 1 ) GSttiraie sur£ r il vierrt pJM = qf[tx) etdonc/(i*-j = ^ftx), 
e'est a-dire /for) = r/U) ou Encore tf ff= ^r>, 
fn consequence Jk fonebons g et Jr scm[ continues w Ft el coincident 
s«r U, puisque 0 est dense dans R dies sgnt deme egaies ce qu; pnoiwe 
quej' est Hneaire. 



Car/i x+h r-j'ii-NJ' n i Dt ?, 



C'esl unecorn paste de londioris caetinues- : 
d-h* et J. 

/^>t Mfe mi uflti^ij^qrirryn dr 

r 'est urn? pfoflrifcte lies- nwrpbismes de gr-nu- 
pes juJHiHs- 

/I yi- fli/i eit iuit ufw ir^iiiALi- dm 

morptiisnes, de graupes ad lilits . 

Or -/f y - y Wcy>+/ 1 (- yl 



ChopiDT I : riiiarrv vrtliwirli ncrmc^ 



IV Compacite 

— Ex 5 

Dans la plan, rapports a un repine orthonormal, on considere t« points /'ll 1 . D). K 2. 0 1 at 0(0. 3 1 Ivimtrer 
qu'il exists au mains une rfrgite D telle quft + rf(B, D) 2 +• d{C, Dr soil minimal. 



Indications 

Definir D par ume Ration nomialE. 



Solution 



Comment a ires 



D elamt definie par J'equalion nomnale : 
x co& ft + y sin ft - p = Cl, It), pi £ 10. £ir| X [0. *:xL, on Orient 
(if A. Dl a + ct(D, Df + d( C. Or = 

5 + 4 sin 1 ft + 3p 2 - &f* ws ft + si n ttj. 
On est ainsi ramene a manner que io fonctaon 
/ : [0. 2 f| x |0. +K [, £ft, p) i-+ 5 + 4 Fiin 2 ft + 3fT - 0p(™ B ft + sin 0), 
atteint sa borne inferieure, 

On drspose de la m inoration /(ft. p) z* 5 + &p d 1 2p, 

d'ou, pour p ? 5. jf(ft, pi » o + lipt p - 4 1 :* 5 + 3p & 20. 

Ainsi puisqUE /"(O, 0) = fj. Oft a ini /i ft, pi = inf /(0 r p> 

ftJ.Uwl w |0.» *[ 10.2irix|0.6| 

ot. la lootlion/ ktanttvidemfnent continue, elle atteint sa borne inferieure 
sur k com pact [0, 2-it] x [0, 5]. 



Pour toul point Mr.iqp r L*-, l on a 

c*t,w. pr=i a+ i*, un s-pf 1 . 



/ en Domes infierieunemeirt puisqu'eSe est 
I vafttirs positives. 



V Applications lincaircs continues 



Ex. 6 



Dans E = C([0, U.Rion considers les normes : 






|po = SU P 1/(^1 ftt Hi 111* / |/<0| d-t, 

jce [Q, 1 1 Jo 



et on note £s ■<£’. J| ■ |j OT > et £ ( ■■ (£, || . up. 

Soil q. : I'endomorphisme rfe E defini par : 

V/i£ Vase |0. 11. if</Xx) = j (/(tVJt, 

verifier Ij continuity at cakuler la (wrme das applications Impairs* : 

9a ‘ Ex. -4 Eac . J ~ : Ex- “* E L ./-* <p {f) , 9r : Ei 



£x./« ¥J>- 



Indications 

Pour et v?)}, il exists des- fgnetions / et y de sphere unite de telles, que : 

II -III *. III at lUhiffHIl-IIUblll' 

Pour f t , trouver une suite if, L ) de ^ , sphere unite de E 1h telle que Lim || ft iftt) ||*> = 1 1 < 9 c jj|. 

rurs 




ngntt 



arial 




Mrlhcdn 



Solution 

La lintariti do I'integrale fait de ■+ un endomorphism* do E. 



m £twte Je -po e 35tE^J. 

Pour tout/ c Eft lout x e JO, 1|, on a la majoraiion ; 

t\nmt*\\fii*j tdt= l\\n t 

tf™ || Va if) |k * j 11/ ||m . Done ft, Bit continue et ||| *p □ 1 1|| « 

f* 

PdLif / =1, an a |j/ \\,^ = I et ipn^Mx] = j ttft = — 

1 1 
datw; || f a {f}^af - 2 et «i conclusion : ||| ft, ||| = ^ . 



1 

2 “ 



m Etude de fb e -£{&*. , E|>. 

Pour tout / e E et tout x e |0 r l]. on a ■ 






* J l l/UH dl « 11/ 1' *■ jf Edl “ 11/ Ik y 



r ] r 1 X 2 i 

.d r OLl / jf b (/X-r>| dx *, j |j/|| w -=-d*s*g 
s/Q J D 



mi 






fo Jo 

Done tp b est continue et 1 1 1 f b 



J 

6 ' 



dernme/ = ] dfcmne I 'Igaliti ! | 1 1 g = ^ , on en dedu t 1 1 



1 

S' 



* Etude de f C - e i£(£i. & x t. 

Pour tout/ p £ el tput x a [0, i] r on a 



|iPcU^*>| 



f 1 mmt*. j 

J 0 J0 



tlAOIdi* / [flO|dt-|l/lli 



Done | vetniloo ^ H/IIip et ft- est continue avec lift- ||k L 
L'^galite n'aura pas lieu a cause de Ja majoratim - : - P car la difference 

/ (1 - r> lffi,>| dr n'est nulle que si/ est nulls. 

Ja 

il oomrient do chouir uiw suite de foucitons adequate, par exemple, 



JWi) = n r 



Jl— 1 



Ators ft^Kx) 



f rl[ n df 

/a 






fl4l 



n + 1 



II Jn 



1 et 



Ike t/n > Ik = 



n 



n + 1 



Comme ||/ n |U e 1 et hm || f c |/ n >lk = 1 

11— Hh^d 

one sup ||ip e tf>lk*i P etonpeulconduneque || ft ||( = l. 
Il/lli-ei 









t ioniiTit'ntjii'tfs 



L cbjedil 1 «r c abterm une (najaraticn de 
llfttf' - del* fame *ill/ ..~- 



^ rit It pJu; grand «mpnl rtf I'rmemWe- 

^'Wr- 

Catyettlf eit Id d'etote-nir urve mejoidctiri de- 
fit/Hh delafame Jcjll/ ... 



On rwherche gne major-ation de 

van'll- part r Mi- 



Dan^ ce troisieme :ai. la awns jnpdneure 
n'«ft pas atleinfr. 



£h.i|>tir 1 f wt.lnr*K IwiriiK 



- Ex. 7 

Soil/ e 'JXE' E?) donn^e dans des bases (e/h^ n dfetJi* r> - p par la matrice :, 

A ~ [Ajj] ■£ , 4 (p i n(! 4 )i 

E et K' elant normes par ; 






Z 

J=i 



*ZH * ii^ 

j * i 



Z*w 



h sup |xfj 



exprimer la normc de / a I'aide des coefficients de la matrice A, 



ISolution 



Commcnlaii'ts 



p 

Par definition die A, on a Vje [ 1 1 . n il . /(q) = ^ Ay-ef 

4=1 



et fix) -/ Z^j - Z Z 



,i=i 

p 



L =1 \jl=l 



Notons _f( jt) = x\ gj avec jq r ■ jC . 

i - 1 j=i 

Posom. M a &up Ay , il vient ; 

1«L<p * 

Hj*n 



n 

pour tout I E (l.pj, j*jj>SM;|jf||, r 

done |/Ui||cfc- ^M||jr||i. 

Onendeduit ||[/|||^JM. 

1 1 esiste au moms un couple {fc, t\ i d'entiers tel que lA^,! = M 
* Mskh 111 - 

Conclusion : ||]/|j s M ^ aup Ay . 



L'rtpPCP E ril dp rfim^niion Jimr, dc#ir..C 
Ktcontmue, 

On rerfierffie une ma|oralMnde /i» 
dr la fernw ,W||* : (] . 



Alors 



Ex. 8 

Montrcr qtue, quelle que soil la name || || choisie sur .sr^i >.j, il existe un reel ji tel que : 

Vi a, tt) e Mpi K> 2 , U AS |'| « |i || A || |l B | , 



Solution 



Cnmmcniaires 



Pans la mesure ogi A represents unendomerphi-smede K p , p*r definition ; 

II AX It 

|| A ||= sup 

XeK^.{ 0 > >i A I 

et pour tout couple la. B), on a ; | AB | * | A | || B \ 



On note enttn* Al'endonnypLiismede K p 
CaWr«q«niw*l «»ri£i la tn^Dicp A, 



D'-apna Is thtortme 7 [composition d'ap- 
piifelsons imeam amrtiniie]. 



Prenons une autre nor me || 1 \ f tfe HF, die est equwaJente a la prtctdeflte : 
tl existed et fl >utelsque «| |' « | ||'^ fi!| ■ || ce qui permei 

de fa ire les majorations suctessives : 

HABir -- &\AB |-= fJ|jA|| ||S|| « ^||A|n(fl||', 

ft 

Avec p = % c'esirinegaliiesouhaitee j| AB||' «s i*||A|]'||jB||' h 



Unorme de.-n p i Ki BkqltSHditti la norma 

I || _ de kp «t 

All- tup £T;A r |, 
l«t*p ^ 
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’U’j|>1rc ‘- 1 : 5wjps r^silri bli twriplKici 



A. Generalites 



1 1 1 K d&igne le c-urps 
des rfcels flu If cijijif de^ 

;i:rrpr:';L",. 



' S '" Une -^rie r vjleun 
dans i! (rpsp. danj C> wr* 

riitf rMt frnp. tnnplrie). 



1. Espace vectoriel des series reelles ou complexes <v s 

liffinJrjon I 

Salt i u n i ri c • une suite a valours dun-j ft, 

n 

On appelle s^rie de temte general l t„ Ic couple de suites : f i u n J * ■ ■ ( 5 Z iJ *) ) 

k* 4 ) nC 

PI 

La suite (tn ' de tenne general L'n = ^ Uf. E>Si dite 5u;tp riei snmmes partielies dp 

V=0 

la serie de terme central u n . S) 

NcnaTi-on j 

La sfirit de tenra gkvfe'sl un sera tw>t£e £ un- 
On nute S(K) I'ejiseinble des series a valours, dans K. 



' ' 3 -‘ Sim cfj'immediac 
» mulin' -rU iirpcrtant : il 
n mn ? qj* lour-e eiuce dp 

IAJ If ppJl t]TV UPffSW ,i 

uw Slutte de »tf 



Pmpnetf 1 

Definition d r une serie par la suite des sommes partielies ' ■ '■ l 

Toute suite ( LVi ) d'fclfinwnts de K est la suite des sommes partidtes de la serie de terms 

genwl Un dfrfinie par : Uq = at Vrte M* r ^r = Un - 



*•--• 14 1 i'ir-lenJt dt cette de 
fmrtion reside en cp qu'ellp 
LTliuimr La nalicri ilr- vS- 
rip ' dwF Ip? d4^elcpempnn 

U iPlieui 1. (Ml :'I dUI d pas * 
cnnUccrp- lr ca( p.ulicui+r 
dn wfiti JL'iii lpi d pdfUr 
d'iin certain rjng, 



^ ' R«BJf qilOOl llHjl ilt 

state qjp es sunes ( L' n | 
et | Li. ) sci ’ Je m£me 
nafiirh 



l^H-n.irtnn 2 _ _ __ _ 

Scut <N(f i-im une switfi k valeyrs dans h, dpfinje a partlr dir rang r^, ■= N‘ 

La serie T" U>, QU (Un Jr esl delimp par Ir, 1 ., = i-rj = - ■ = iij ki _ | = 0, et r4 = Un P™r 

rt ii,!, estentare appalls sir ie de tefflie flenerat u,, et noiee un 11 

h=*Hi 

n 

Pouf la suite tL r „i< dessommes partielles r on aalurs Vr?<: ' . = nc, Lv, - Y' 

fc~n» 

Delinttion 5 _ 

Sort Y] tJ n unc sene a valeursdans K, la serie ^ m n (qui est du t^pe detsni er< deSmii?on Z) 

n^nn 

est dite dfrduite de Y u., par troticature au rang n,-. 

Si i U n J ra et < Un in t(, sonl les su»tes des sommes partielles de ^ sj n et m respec- 

ra-'r*, 

trvwient. on a : Vu f ' n 5 kl,j «= EJn — ,L^_] 



, 1 5 n.-i. Ifi.lin. ] . - - - - - - . 

L'wseunble des series a valeurs dans K est un fo-espace vectoTiel, 

C5 J(K) est une partie non vide de >i K^. 

Soil ( ( Mn } kj . (Un) N ) at ((uh)^ . ( VV, ) hj) des elements dp I. 

n rt n 

Vnt fy r LVi = 7" Ub r t r n = 7^ ujf donneVtJc, ji.)t ; X a r AE/n+pLVn - Y^ ^ Uk + 

Jt-CI fc-H> kmO 

co qu proove quo ( ( X u n + ^ x Un + uV n } N ) estunt siriee'est-^-diffl aussl quo . 

A (.( u n]fM J (,U")ng) + 1 

Ainrsi est un sous-espaoe vectorvel de 6i N . 
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G*rfrdlil*i 



2. Series convergcntes 



Definition 4 

line stone Y u n i valours dam K «t dite converge nte si el reulement si la su-ite tLWKj de 

scs sommes particles tst convergent*. 

line sto-ie non eonvengente est dite divergente, 

Deux series sent die meme nature Iwsqu' tiles son* sinmiltao&mertt tonvergemes ou nmulta- 
ntonent dwgentes, 



Dans Ip tas d'urw 
strv ti,, coTvergente, 

n*i\j 

♦vis- 

la so nun* HJ rjlCC ti„ 
pL=Ht> 



J>LtLIU[U.'Ll 5 



La iorttme d'une $4riie convergent* ^ Un esl Telement de K note Y^ N n et defini par : 






Ji=0 



Y' u» t = lim T -Hie- 






et on 3 : 




+aa n 




> u,,= Um u* 

*— ■ n~&+-i * — 


Theorcmc 2 


tine suiie (h,) mN 


n.=Fic h=Ha 


J •' Totite ^tude de 


general iv, - , 


sula peut Ootk se ramsnet 




une de i^e 





n=ii 



k=0 



ItsP Pour fi 5= i, ptKons tui f± — t? n i f i I vient : U n = iq- = ^ — r^_ g = uq — 

k.i 

done les suites (un '| . eti' Ll^l , son-t de meme nature. 

n - * nt -a *> * nt i 



_ Pfopritet 2 _ _ 

Une -serie Y ufi e tenues compiles esl convergent? si et seulement si la serie des parties 
reelki Y cui Jo s^rie des parties imaginaires ^ fo, sont ronvergentes, 



Alors, avec Lin = a n + tbji- (an. £hn)e Ifi 2 ’. 



*fl£l 



^J.4a + thn) = Sn + I Y" bin- 

n-wQ ct-=i£) n=l> 



pans tadnn as il 
adlU ry,f=ft. CH qjf- : 

Vn Un'li,', ■ 

Done ta suites | i.*V I 

■ '« i "D 

use 

cnulanEr. 



I'filpritii: 3 . 

a 3 ^ e et une JZ it* obtenue partroncature sorrt de meme nature. 

ra»ryi 

h ) W\ deu* series Y l *n & Z! u n ne different qut par un nombre fini determes, dies sontde 
m&nie nature. 

La nature d'une serie Y [J ^ ne depend done que du comportennent de uh pour n assez 
grand. On dit q ue t'es I une notion asymptotique. 



r-Qil 

Pans k n-Ers d'une sa- 
ne Y ^ dtfmk 4 p»tJF 
n * ran 

du iang -tana ratatxSA da- 
vienc : 

*rsci 

Vpi-nn, ^ Ife-LVrJV 



n=na 




rl=jVi 



2.1- Reste d une sene convercente 



DvllililLon <5 - 

Esant donii4^ une s^rie convergente Y ^ ^iK) et p un enfier natuTel. On appelle reste 

+OC- 

d'ordro p de cotte s^rie et wi note fip la somme de la s^rie ^ «n : J?p = ^ u n , 

rii*p+l ra-jn+l 

+» / P \ 

On a akir^ pour tout pe H Un = U f > + Up * Ur, j . ^ (6,> 



H=fl 



rt*fl 



Remarque 

On pourra aussi rencontrcr les notations : 

p- i 

Up b ^ ^*rt i^p 5 ^ Hh . 

rt=i%i ri=p 
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, Lhjplrt J 1 SWps rtrtle* oil ttimpifafeS 



Pfrjprie'te 4' . . 

+013 

5(jit fill ■ ^ icjj le r«te d'cwdre rc d'une 5&ie wnvergente ^ Mfi , 

fc=ri*l rt*Jt 

a ) Pour tout n -* ^ „ t4t * fin_i - fin . 

b) lim fin = fl- 
it-* +-» 

2.1 — Condition neecSisaire de convergence 

Theurime 3 

Pour qu une serie V u n r - J(IO »il conwrgmtp, il p.H npcessflire q<# 

n«p 

Vr:efLJ r 3ft'e Vi n, p? £ M, n :< IV -*• u^l t 

Jta«rt 1 

OS La suite ( L r n ) r des somiws pertidles converge vers ( e K ; 

V»eRX.3JVe fa. n>N =J- |JJ FL -<|<|, 

n*p fl+JJ 

Avec ^ Uj; B Lrnfp-Jj^.! M L?n*p • f-(4t-i-f),ilvientr rlS-iV =* | ^ 44^1 <Z- 
k" n tin 



T i. ' IU ' L'ni+mplr ie la st- 
iie harmonlque monne o* 
:cHr ittwssairt (If 

convergerne n'«l pm sirfti- 
sjhi? 



*>■.' 3 ' On fieuc 3 l£5! smiIi- 
fluer le th«r^m? 3 n¥K fMJ 



Application 

La s£rie hanmofiique (^in = ^ , n :< diverge. En effet ; 
v ^~ Un = 7iTT + ^ + + ZR dQnc ^‘ tJwa, ' 1 (^) ‘ 2 

, i'lKTjt'i-mt j ____ 

Si un* s£rte V ur, d valegtsdans H «t ccinvwgenie. alarb Hm ii„ = o. v 1 ,c: ' 

1 1 soffit tie remarqwer que un = V» - U n _j avec Linn lJ n = 3im U t _i , ^' ni 



Ap p licati on pra tique 

On utilise te ihenreme pour mettre ten Evidence des divergences, par exeirpk : 
jj r| = fi n r a e c. pour |rj- i p Lin ne lend pas vers i£m. done JT u n diverge. 



DctinitMJ.n ,7 

Uw sene doni le term? general ne tend pas vers zero sera drte gross ierement divergente 



2.3 - Condition necessaire et suftisante de convergence 

J 

Suit V u n uiw serre a valeurs dans K. 

Pout que V jj,., converge. II taut et il Suffit qg'ellfirt&rilie le crtlere de Cauchy, qui be traduit 
pjr I'une cu Vautre des formulations equivalents suivantes :; 







n-t-p 


Hi 


V Jf £ 31 , 3 ,V C S , Vi rr. p> G. ' . J . n -* N “■ 


|L , *i iC f 






Jt™n 




n+p 
^ 


P 


1Z3 


lim *u;p ci h - = 0 (cm Urn isup 

l>— l «- 1. |>r 1J * — M 1,1 -' + ‘ v - jjSlJi 


V Ufc| ■ 0) 
k*n 
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i-’- La suits ( Ur, ) rie * converge si at seutement si die est de Cauc% c'est-a-dire 

VeelU.SA’e N.W(n.p><= PJ a . Fa *N =*■ | U„*p - H,_i| < *. 
On obtient ainsi Id tarmulalion (1), 



n+p 

L'^quivalencewitre (1 } et (2) est dai redes que l J cm note que ^ uJ < t, pour (out pe N, 

it-r, 



Jl+p 

donne fadstence (dans de s, t * sup I VuC wee 0 ^ sw ^ *. 

i*x'£?n 1 



CnorigMlBI nratlqii-e 

fear montrerqu'unestfie V Lj n converge pa -application cu criterfrde Cauchy. on &'ief farter* 
p 

de majorer ^ u* incKpfliHlatnment de o ip > ji} par true suite de limit? null?. 

k*n 

2 . 4 - Series absolument convergentes 

Une stiic ^ lu, a valours dans K est dice absolumenl convergent? sr er $eulement si la 
serie JZ |un| e i L (FU estconvergefite. 



TWflPcmc 6 

Solt un une s£ rie 0 valeurs dans K, 

c,2) Hiisra n'eflma Pour qpe £ u n »lt COOvergwte il suffit ■' que JZ le„ sort absolumentconvergente, 
mulre. 

Si Y. u n est absolument convergente, ]T |u n | rirffle le crittme da Clwchy, 

n+p n+p 

Of on a j ^ ujt *s ^ 1 Li^l, done ^ u„ rifle auSSi fe Critfcre de Cauchy, 

Ar»n V-z-n 

et il s'ensuit que £Z un est convergent^ (d’apris k th&ntone 5}. 



II existe des s&ies r£elk$ qua »nt cpnvengentes et non absolumenl convergentev 



A+l 



Un example est celiride la s6iie harmonique a ltem£e Y" — — . 

*—-> rc 



On 



(-If* 1 



sait que ^ di ve,r 9^ oa uem plus l&in (enemple 2 ) que ^ — converge 



ni-i 






Definition p 

Urn? serie ri( n a valours dans K est dite semi- eon uerqente si et seusement si elle est 
convergenie mais non absolument convenient. 



3 * Suites et series 



Excmpte 



On pent, dens certains tss* condure a la nature d J une sene JZ un en etudiant dirrcterwnrf la 
suite (U n ) de sh sommes partial les. Pratiquement. ceci sera possible lorsqu on pourra Conner de 

Ft 

Un * une expression simple en function de n. 

k -il- 
ia serie ^lomeinque ^ cr n . «et r (par convention Vo € C. a Q * 1) . 



• Si □ 0 1 



rt 



U„ * Y. a k 



1 - n"* 1 
1 “ □ 
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ClidpitK 2 . 5er«S r&ell«, au tO?np+e«^ 



Pour |a| < 1, lim a 1141 = 0, [tend lim tf n = . 

n h -4 -i: n 1 — tl 

+oa j 

La serte g&mi^friquie est ate convergent awe ^ a n = - — - . 

ri'wQ 

Pour jo| ^ 1, a rl iw tend pas vers z&ro, done Y a Jl! est grossierem-ent divergente 
_ FnnmikLit 1 _ 



La serie geometriique Y a '’ e >£(C) converge si et seulement si |«j <. 1 et dans ce cars : 

i* i 

52 a " * i — 

i — ■ 1 — a 

n=H) 



F-XCirl pic 2 La harnrirnique dfttfDfe 52 - — . 

n*i 

I /i 

Sadwnlque ^ ^ 13f llvient: 



n*1 



(e qui parafl fre 
ip unif eastwp b f«rt (m F#( 
vne rrethwte liw aw* s^nes 
endues Ivoir le thaprlre SI. 



Jt-1 



k - 1 



r J df f 1 t3 ia f 1 i i 

Or; / =ih2#t I dt * I t n dt = H D r OU | LT n - fn 2| T . 

Jo 1 + 1 Jo 1 + r Jo n+1 n + 1 

Ce qui muntre qua la s4rie liarmoiiiqoe alteimfe esi convergente, da samme : 



’V" v '■ - • ■■■—"" = lim Lk ■ 2 

J — !•' k ri— »+oo 

k= 1 



Exem pit 3 Seri e ^ un dont la tenme general s'ecrit u ra = h n ±i - Jin. 

D'apres !e tiieoreme 2 r la suite (fv,) ct la s#rie Y “n soot de m£me nature et dans le eas de la 
, wnvergenw, on a ; 



^. lU> II suffit * mrm- 
qvw rtut : Vru. M 

n 

ct- 52 
*-«<> 

Oft di[ pprips? qu? I# sun- 
ulilii .1*1:111 dr la viunr tsl 

Juh a un tileirmpagie ui 
*ncqf¥ a# Id s^tif mi t4 

Icho pique. 



> Un - J EPln+l — hn>- “^D+ lim fin % 

*— •* *—* rt— r+oc 



1 14 H 



n.^0 



n-li 



■ Application. Elude de la i£rie V* Arctan — 

sj n +n+i 

I IT 

On a V rte N, Anctan — ^ = Arc tan r n + 1) - iVrcten n et l]m jVrdani n + 1 ) = -r , 

n + n + 1 n-t+oo l 



+« 



La serie pngposle conmge done,, awe : 



y Arctan 



^t=o 



n + n. + 1 



dnrtrtfeii, on ne Hen din 

4 pfKHI <k ^[14,+U.l 




4* Operations sur les series 

Y i*t Y > [fH 50,1,1 deux, series a valeursdans K et k un «alaire (A e K). 

+-30 +X 

■ Si Y “n converge, aiors Y converge et on a : 52 KUn - ^52 

n-O n-Xl 

• Si Y Wn el Y *>» convergent alorS EtUrt + t>| ) converge, ft on a ; 

+■30 +*3:' +OCi 

52 (tJ n + L >r^= t^n 

n-l) n-U 

■ SI Y t( n converge et 5 ^ i^, L diverge, alors n„ + lui ) diverge, r* 1 ' 
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Ck pflrjgapte (V'Kl 
ir-ji’e 'i|u'd Mi? tie comj#- 
mtnt. 

^^'ixempte 
F : n^n,«,*u #n +n ta .]. 

□„ at ^ iw « aftit pm 
nlosuhniHil de mf-nr 

[Udine : pan »emp*e, pour 
«n^- IF ft iv='Ji.,+»%f+ir 
tin diverge « Z] ic, con- 
verts (s&ie nolle). 



5 . Groupement de lennes ^ m 1 

bfAnltlori lfl 

So-iE ii I4 une «fie a vafeure dans PC, et ip une application stride merit croissanle de ■ 
dan; N telle quo cp(0r = 0. 

La s&ie de terme general v„ = Y] Ltj,. est dite dedtrite de Y u n p^r groupement 

fcifin) 

des termes QU per summation par trendies (deli nies au moyen de Is lonction : 1 ' 



^ Clil Qn mranvc 
ten: rte la dptinhjcn 1 (L 



jm 



‘JllCOltlOC 7 

!*wf m tets- a ) Si Y ^ converge, alors Y vn converge et V* i> t ■ Y' tin- * 
its»i IB- 1 . 

b ) Si Y L1 " diverge, aiore Y >*i diverge. 



v "*E^ 

- z - 

ik"=Q 

■ C'vm+Li— 3 



n*0 



+OC 



1L=C 



3 S i 



It®* a ) Cette proposition resulte de Ce que (V^ Suite deS- SOmilWS partielles de V ty,, tit 
esitraiie de (Lr n ). suite des sommes partielles de Y ^ 

b |i Cest la contraposee de Da proposition a). 

_ Theorem; 8 



Si lim tin ■ 0 et s'il exists iW e N” tel que Vn e N, f 4 n + 1> - <?( rt) « M, 

n-+tx 

alors Y un et jj n sont de mime nature. 

US* a |r D J apr« I# theoreme 7, on a dejA : un converge) => (X) ^ cowerge) 

b ) , Montron* mamienant : (Y un cofwwge) =* (£ m c onvergo) 

Lemma : Pour lout n = N r il exists p h e unique, tel quo v.'!pn i « n< ^pn + 1) 

De plus, on a Dim /in ■ +oo. 

■ Si p,, wsiste, on * pn = maKjpe N, ip(jj) * n}, d r c£i I'unicite. 

■ Motions que, pour tout k e fa, on a ipOt) s* t, || en finite que le sous-fflsemble de fa, 
\p t fy.ipipi *5 n| est majerre par n, com me il est non vide 01 nsrtient Oh i I ad met cm pi® 
grand element, ce qui assure Texistence de p n . 

p 

m En ecfivant ^H,pJ = <pi.p) - ip(O) = ^ [^(Jr) — 4p( It — 1)] * pS f„ on obdent ; 

t=i 

n< ip(Pn + 1) ^ (pis + 1 1M done lim Pn » +*3- 

n. ► + 3c- 

Demonstration de b) 

Formofts [Vp, - EJ n | = ^ u* « |uit|. 

*r=ii4] 

On a lim m = 0 done, pour tout n e M, il existe = aup |up| et 

p i n 

lim On = 0- 

FV-t+«- 

in remarquant qve ■el) - 1 - n 'C M, m obtient 1 - CJ n | 15 , done : 



lim Uji -V^-0 

R-H^K- 



+«• 



P^r a il leurs, en posanl V = % “ vn, on a lim Vn = V, donq puisque (cT aprte le lemme) 

n->+-sc 

n=e 

Eim p n = +oc, il vknt lim V&, = V, ot linalement lim Un~v. 

n-H-3D n-n® r n-t-t/K 
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f l-iaiiilrr ? 



5*ri?5. r«iltw DU >'HTiplraB5 



l) rl 

Eseitiple 4 n n = — — m 
n + 1 — ii 

^' l2VI Dar[S diBcun de ck 
ifeu* fiiefnpte^ ^ lv, pourra 
ptr rturiw hj rm:yn dp k 
regie tte ecL.valpne car iv. 

«S de sigts cwtsttrrt ftf, set- 
to Ek i _ 

Excmpk 5 un = — 



rt > 2. ^ 



CM) 



^ tut est de mime nature qwf ^ ^ w« : 



Pl»2 



n»l 



K) 



1 1 - 1 

tin - Ufin + mn*, - ^Ti ~ SS " Mn+1‘1 



«n, ?■ L 



P*n G r^hr Iran* 

& litre at iQd^rwvt 






^2 Un est de mfcnw rwture que ^ i*. svet ; i*i = us„*i + + Uan+-a 



n>l 



narfl 



-I 1 1 — 9n - 5 

" 0On + i) ” %Zn + 2't + 57TT3 * Sfan + lKSFi + aWn^S) 



6* Modification de I’ordre des termes ^ l2l> 



Hthniikm 11 



5*pit ^ t*fc une :&£ne a valettrfi dans K pI hi gne permutation de F ., 

la s£rie ]T i>i de terme general vn - u, H n;. ^st dite deduite de V *Jn pa* modificaton de 

I'ordre des term« ou par rearrangement lassocte £ la permutation derr). 



JSZi 



On w i l'wt*to 



<fe I'ensi-Qle 1 qu'il s’aqit 
(Ti^e «(ri# coftuftaetn*. 



%' :2a 1 « cm Mil L)L* 
11 
]Lns U»+i i 
Ih+hn * 



Eteroareni es 

1 J Lin rearrangement peut modifier la nature d'une s£rie. 

Constdiron^ par esrenipl^ lassie haraioniguealternee ^ m t , wn 

n^i 



f-l> 



.Ji+l 



,iS2h 



n 



On pent rearran^ef (unJ Pl a-i m uw suite tele que Y pui»e, pa r un regroupe- 

menlde tomes, denner une eerie lvi ufrifiant pour tout n s fy r ttn > ^ 

li suffit en effet de cMfinir (u^j de fa^on a pouvoir poser : 

111 11 111 11 

vo^i t °t = -j+3 + i5+ ■ +TB *2 J ^“ _ i + I7 + T3 + " + 51 * S' 



i 1 

' Vri = ~^ + 3^7T1 + 



l 1 

+ Wl - 1 > n+" 



(Lexislenc# de p n ^ ; esl aasurfe par It fait qua la i^rie ^ — — - fit divergeritfc!' 



n-^1 j 

Par eonsbiiclion y] ttn Kt diwergentetar S~\ ^ > l +■ - 

' L. 



K-0 



k*p* 

1 

2 + 



h + ^ 

n 



I23t 



done, d'apr^S 



le Uietweme 7, Y. est egalement divergence. 

Par modification de Tordre des tonnes, on a ainSi transforme une s^n-e wnvergente en une 
serie- drvergente. 

Un rearrangement peut. sam ohangar la nature, modifier lo iomme d'unt s^rio. 

Consideranstoujours la serie tarmonique altemee y) un translormee par La modification de 
Tordre des term« en : 

P 1 I 1 

2 ^ “n + i 

n>l 



1 



1 



1 



2 4 3 6 3 n- I 2 ( 3 a- 1 ) 4 rt 2 n + 1 

D'aprte le thtoreme 8, ^ est de nn^me nature el a eventueflemenl mtme somme que : 



i»t*i 



E 0 * 5 " “ \ + (l “ g) “ l + ' * ‘ “ ^ + {^Tl ~ 2(2n + l}) + ' 

n * i v 7 v / Copyrighted materia l 
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Miles A rarmes rtfls pasibh 



Ot on cfliMtale que ^ Vn = ^ ^ Mn_ 



n»l 



n>l 



+■» 



En cons&gitence, ^ un el, done, sont converge nies. de somnw s ^ Un n 

n>t n»l n=l 

Le i ^arrange men t divis£ La somme pari*! 



1 Da rxbnpln new 
seriinr liium is fur la Mriei A 
teniKS- rfets polish ft les sif 

pits ^twlumful fijfvnuqffTtpi. 



PiftrUilon 12 , 

Une serie V u n a valeurs dans E est due commutativement convergent? lorsqu elle est 
convergent^ ft que (Mite serie Y t> n qui s'en dedui r par modification de Cordne des temws 
est convergent®, de meme somme. t*. 112 * 1 



B. Series a termes reels positifs 



^ 2b: ' Pertains- r*sult#te <k 
celt# section font appel i la 
notion tilt Poncton inCegrable 
si# un iiflavalle quHcuiiqut 
ijj- sera dtvfloppef dans le 
chapitre <. 



Remarqiies or^limrnaires ^s i25i 

• On ne change pas la nature d'une serie lorsque Ton modifie un nombre tint de termes, 
Les resultats qui suivent coocemant la nature des seriB a termes posilifs somt done vaLables pour 
les series a termes positifs reels i partir d r un certain rang. 

■ Si Y un est 3 termes reels negatifs a partir d r un certain rang, Y - tin est de meme 
nature el h tenues riels positifs h partir d'un certain rang. Le present paragraphs permet done 
d'ltudier Ib series reelies de sign? constant a partir d'un certain rang. 



1. Theoreme fond amenta! - Consequences 



**. mi Pam it ca de (a 
divajenoe 

lim Wi«+-sc-. 



Thtorcmc 9 

Pour qoTune serie V u,, a termes reels positifs scM convergent?, il feut et ii suffit que la suite 
r Ur, )■>:, de ses sommB partiefles soit maporee. 



Dans ces conditions, on a = sup U n - '-•■ 



ram 






/it N 



C®' || soffit tie remargin* gue < tJfnlrt, est dans <s cas une wile croissants, 



l« SUitW df Sflmmo; pjr 
llellH. 

SI u,, tortrtfgt, on salt 
Q|/F Y ^ ft les 

yjrnrrarf, J£nl py.ilri |t1 lhtn- 
rfeTit 7 )l 

Si Y to, tfiwtgr, <»n a 

lim L' n -+ 3; dwit 

+oc 

lim kj,-#4G, tat [V*] hi! 

+ CO 1 ■ H 

*rtrpT|Mjf (l/n) h - 



fe A 1 Pms I# [nSque. ce 
rrvjll.iT pcfmcTtra de 'dmener 

I'etudt de Ia wlure cTgne #■ 
w a celle d'une IntigiabiM 



♦■50 

On at alors, Vue lu, U n ^ U avec U * ^ Un+ 

n=9 



ConiLbunr 

Une serie Yi ^ ^ termes r£els positifs ct une serie ^ s'en deduisant par sommation par 
tranches sent de meme nature 



Ttutorcmc 10 

Compardisun d'une S^rie et d’une integrdle 

Soit J une application de [cl+djc[ dans R, (a c RA continue par morceauK, positive et 
d^croissante 

a ) La serie Y avec = / jfttWt - P.nl (n > a + J), esi convErgente. 

/ n-t 

b) La serie J’/i:n icon verge si et seulement sij est integrable sur [cl +cc|. ".■' 2j:|1 
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<KjpilTf J : SAnKi'toi^Mi [cdiplfJH, 



Voir le chapure 6. 



I® ’ a } ii'ii n r a de sens que pour ri ^ na + h ou no est le plus petit enlier nature! tel que no ^ a . 
Puisqoe/ est positive dkroissante, pour tout n * rug + 1, on a : 

it 

0 * LL'n «/( n - 1) — _f{n) done Wn ■= 52 Lffc ^ jXno) -/( n l =S Jt no'l 

Nxil*] 

La sene V; liy, A larrrtes r«f k positiFs est done comergente d'aprAs le theorems 9. 
n 

b) Pawns LW = 52 ^ ■ (n * no). h avec !a relation do Chasloson obttent ; 



n ,*r 



_ftOdi - t*t +/(no) 



■* f-K n e-n 

W„* ^ j fifidt- 52 J(k} ■ / j 

done pnisque lim iv n existe (d'apres a)}, les suites (LU et i'i n 3 avec l n m I /fl)dt 

Jn,. 

soni do rtifrno nature. 

la function/ £tant positive,. on sailqu r elle «t intAgrahle sur |r*,>, +x[ si elsedemenl si la 

suite da lanna genial J« = / /{f?dt est convergent done si et seulement si Id 

J n,. 

sArie ^/(n> esl convergenta. 



130) 



Btnuiquf 



<t nomdis a ^tudW 
Aimlv« PCSI mi MP5I. Euler 
a fmrni !« 1^ 
ilimrJst km 1781. 

A 5-1Q - ® pres, m a : 

7 *4,6773 
rl pits prpiiwir^rl : 

0.17 721 * > c 0,117 723 



Application 

■ Serie de Ftiemann : V* 

— r n 
n*l 

5 i o 0, la serie est gnresaerement divergenfc. 



(a € K) 



Si u > O r par application du ttiAorAme 10 r 52 2r oo-nverga si et snulenwnt si je*-* Xr est 

ji *1 11 

intAgrable suk [l r +™L done si et seulwnent si a >1 

_ FormuLairc 2 



y \ converge si et seulement si n > 1 

£—* n 



n^I 



La constante d J Euler 

li existe un reel y appelie ronstante d'Euier tel quo lorsque n tend vers +oc : 



52 - = <frn + y +01.11 V 30 ' 



Ft=l 



E4’ Dl suffit d'appliquer le tHAorAtne 10 avec/ j 



La sfrie de tenme general wt, ■ / — - - (m s= 2i est convergente d'ou I 'existence 

j n- i f n 

ft ft j 

d'un rfel i lei quo t f = lim ^ fn n — y — J » 



e =7 



lt=2 



On oblieol le rAiultat anriorue aveC y = \ - I 




Wrie do Bertrand : V w (S c R). 

S3 ** " l# 



Soit n = aup<ii r e : x^* - T est positive, dkroissante sur [a, +oc[, 
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Stm £ Inrnr, iftli. pesiHfc 



W 3l) Utlllief ledange- 
ui&nt (te Manabie defini p*jr 
[= e» x faf tbaptu 61. 



Am\ T ~ „ «t convergent? si el wvlemenl si * — * 1 estiniwable 

" nf&i n) 9 rtfnxr 



swr 



[cl +ce| dflrti auSSi si £t U lim u it si t -* 6St iur [&i a, +«t ^ 

PormubJrc3 

V” — - — £ converge si et seulement si B >1. 



i 3 ] > 



2 + Premier theoreme de comparison 



Thtxuvmf 11 

Soil V u n ot £ i<n des series a towies rrtels posilils telles que- : 

Vr| 0 ^ LUt < 1^| 

Alois: 

a > pour que ^ u n converge, il soffil qute Y ^ converge, et. dans ce cas, 

*nc: * /ST 

VrteM. 0 < mk ^ 

Jc»n k-n 

b ) pour que V i>,, diverge, il soffit que Y u* divert^- 



■3* Notions t/n - ^ Ufc et V n = ^ v*, on a Yn e !N, 9 =£ Ui == Vn. 



Jt-0 



Jc-0 



a } La* proposition a} «t alors consequence imrwdiate du thecKeme 9. et par passage a la 

p P +OC t-QO 

finite, t'in^gaEit^ 0 ^ u* « ^ ^ dome 0 -e ^ [Jf . ^ uj. L 

»t»ji tin t«n k-cis 

b} O'autio part, si 5] Lin diverge, on a lim U n = +ra F done, de LW *; V r , , on deduit 

n itx 

lim V n = -hxj et V un diverge : c r est la proposition b). 
n-t*-x 



Applications 



— ^Cl — — -. 

Crrtere de dom ination 

Suit Y Un E! Y L! * deu* series d terrnes reels pdsttifs du voisinage de +:v Idles quo 
un ■ o(tJh) (resp. i(i; ■ O(un)) quand n -r +x., Dansretas; 

* si ^ vn converge. alors Y ^ " 

> Si Y 1J n Y ** ^'verg*. 

_ 



C5. Dans les deux cas. il exisle a > 0 el un rang teis quo, pour tout nsn^.Os iin« ni>i 
II suffil alors d'appliiqner le th^ortmte 11 aux series tronquees ^ un el ^ uy,. 



n>rm 



n>r^| 
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’ - Saitt iselles Oil Lifiiiileuft 



*± m ' Hemardue 

Lh L-onditon; ti^a 

dulswi n^KlhnHnt 
par lam n’ ;l 14 - —41 kL 
m— nt-oci 




\n ' «t bCffree d'wj te 
rrrri & id regie. 



Ktjtlk" 2 

Oit£re de Riemann ou regie n a uvi -tit 1321 ' 

Soit V nn une s£rie a teenies reels positifs. 

a) Pourqye^un converge, II suffitqu'll existe a > ltd que; 

it, = J rasp. un = Q ^ J epiand n lend vers +oo 

b } Pour quo V u,, diverge, il suffit qu'il exist* a c 1 tel que : 

4t ■ o([<n) resp. = C?(un) quand n te«d vers +00 
fi n 

0'S ’ On applique le critere de domination sachant que 4f converge lorsque a > l et diverge 
lorsque a * 1 . 



331 fialer qut oeti fet 
vrai rn*l qw ic«1 p 



ITJ 1 

*V &? nouveau quel 
qw soil & 



Example. Lei series de Bertrand : N 



n>£ 






in. 0) € 



Le ws « = UM (rtwdte pnewdefnment- 

1 



Mater, que pour p *- 0, lln^galile 



» - peut elre utilisee, 



- Ca$«> l : cansid4rons ■? reel tel que 1 < qr < a. 

On a fi^tin = n r " H (tani)~* i et puisque y - « * 0 ; 

lim n^un-O c’est-l-dire u n =of-^l 

r-i— hkx! q/ 

D'apres Id regie de Riemenn P V on est convergent*. 

■ Cas « < 1 : on a id. rum = n)“ |i r et, puisque l - a > 0 ; 



*■* 



i33J 



Hm rtun * +00 c'est-a-dire - * etfun> 
rw+oe n 



. L34J 



E 

n'! 



D'apnes la regie de Riemann, ^ «t divergent*, 
nuti 

r 5 u l.fn n)^ 



Rjrmuitaire 4 

* H converge si et seulement si (a > i}ou £n = I et p >1). 



fl^e i 

Regie dei equivalents 

Soit ^ uji et ^ Ltn deux series relies wiles qu^. au voisinage de +« r i*, 5= 0 et - un. 
Alors, on a egalement un & 0 au voisinage de +00 et les deux series sont de mfrne nature. 

■fcSi On a, lorsque n lend whs +x, im - vn = otun) et on * 0. 



II exist* done e N tel que. pour tout n ^ ng, jin, - i>u| v 



l 

gun 



flpmarqup que 

Un <2 l 4, duroff Li,. *t>. 



doiK ut , 5 \m 



iVi ^ 2un, On coodut avec le th£or£me 1 1 r 



^s l3fl, ll «[ da» qu'il tdijJ'd 
r'd*o*wf dt irouvK is, li p4ts 
-simple uuMibt 




Remarque 

tette regie s'appl que aux series de $igne constant i partir d'on certain rang, mab elle est 
en difaut si series compaTie^ ne sont pas de slgne constant au vaisinage de +cc. (voir 
Wise en oeuvre, £x, 8J. 

Aoolicati&n. Etude pratique dl r une sene ]T mt , 

On slnt^resse A des series de signe constant a partir d'uii certain rang. 

Dans de nombreux cas, on pourra : 

1 ) determiner une s^rie ^ r»n telle que vn ^ u * , done die m&me nature que Lb, j 

+IK- 

2 ) puis conduce a la nature de ^ im soit directement soit avec la r^gle de Riemanrt. 361 

Copyrighted materia l 




a termes r|*ts positifs 



Example 6 Etude de la serie de term* general up, = + an - yn 2 + ft, {a e 1J.. 

En developpant un on obtest : ^ = ~ ( j - 3 ) + C*( ~^ ) ■ 

Si a * i*i ~ ^ j - ^ et Y ,J n illwfge d J apris la. r£gle d*? Squnralents, 

B / 1 \ 

Si n = g , 44fi = Oy -j J et ^ u n ronveige d'aprfo la regie n^un. 



Example 7 Etude de la serie de terme gentera I u n = 



,e ^' i ' 1 L? ternr p^p«r>dsfant 



an rmp&sam asi done 



at Ft 



^' ,iSl LH s^ws de Bertrand 

ne ford pas partis des seres 
de referents- admits p * Ip 
i:i>jyidriuia II Idudrd tone, 
dans une lelle ^matron. lire 
en meswe de conduit #w la 
rlgle dr fcetnjrw 



it 



1 



C n + 1) n — i" ra — 1) 



, l 9 ff) 



(n*l)‘*n .n‘*i(l + j)’*" 

Bone („*!)“£ = n «W^) , „ t ^5 t . n+<nn+<X(n nf. 
,_I 

ttenreme (n=l) n = rte n ' n / c fi - -fan +o(€ii nj. 



3 +■ — I “ fft n 

Finalemefft £#i + II *r — £n— I) 11 = 2.faiJn-o£(hn) et u n - 2 — fj- - 

n. 



O'apres delude des series de Bertrand, Y converge si et seulement si a > L ^ 



iIMJ 



Li rJemonstrabon de 



tf i&ultat rv'esi pas Bd£Ue 
des etudiantt 



UKurBine 12 

La formule de Stirling iffl 
Lorsque n tend vers +3c : 



n! ~ n" (f n ■•/2 -n- n 



• Monirons d' 3 bore un resu tal utile sur les integrates de Walls, 

■9 

Lemma: Sodl pOuT tOUl n e N. W„ = / sin 11 jeeLt. 

Jo 







,WI 



TT 

,jl auv A_l xatnxda 



*[- 



1*1 fl " 3 1-j ^ 



CM X HD X\ Jr * 



<n- l!iJ^^iiiL ,,i 4 jcosi* .tidjt 



Lorsque n. tend vers +3c, on a W n ~~ y 7^ ■ 

E5 1 Pout n 3= 2, une integration par parties dDnne ; n W n ■ in - 1)W„_2 f1>. 

On m deduit pour tout ni 2 ; rt W n W „- 1 »(rt - 1} W n - j Mr rt _ E , 

test ^ dire que la suite de tsrrnti general n tv,, W„_t , n * 1. esi-constanlo ; il vienl done : 

Vn ^ 1, rt WrtW^_i * !V r il% = J 

IT 



Bin " - 4 X( I - fid 1 jrkLi 

vn-ixir^t-w,,) 



^ ldi:i 1hleB*nrt d'ent**e- 



0, 



. on a done : 



Li foAClion ■tin est eonlinua positive, non idantiqitement nulli sur 

Vnl N, Wn>0 

P'eutr^ per\ sue t> . ^ j , sin i € [0, 1] done sm ri+] * =; sin"i et tv 1+1 rc W n : la 
suite ( W ri .lM «t ctea-oiwanTe el it en rfrsdte pour root r[ Sr 2 ; OcW^ 1 « W (t _ 2 



eTou encore l =e. ^ (2> 

Wn rV -ft 



W 2 

La relation de r&jurrenoe (I ) donne Urn _ n . = l 



n-> +oc W'n 
W„_i 



=1 *a l4]; ' e'est-a-dire tV^-i - Wn 

n-^+w Wu +«■ 



liffl 
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El 



donc r avec 1‘inegal ire Q), iJ vient : 



Chad i I r4 1 : S^inei- r&TiM u-j Ltii 



*!. |J<2 ' ll s-'agi <cl de prou- 
ver que I* sudv 
nrn- n-1/ V nft«sfw 




Vpir thWjrwnp 1 . 



*t i ** ) ' AuK 

i - lim Un, dll A . 

rH-t+QQ 



d'ou enfin | = n W n W n _ i ~ n w 2 _ 



U conclusion an rEsulie : 






m Deroonlrons maintenint la lonlule de- Sliding. 

I® ' Considfrons l? suite de terme general iut = fa ^nln n 5 e^Jj 



442h 



c'J, ^ 

On son quo la suit# [uhJm est de mime nature q uo la sche do terme general : 

Hr, = Mb— Kr -1 = 1 + ^Jl- -g ) *1 (~ 7 T~^ 

Un developperoent linnde donne ; 

H,. !_(„_>) (s + i^ + *(^)) ** 
d r ou la convergence de la serte ^ v n et de la suite (ttn) , 



On en deduil qu'i I exists k > 0 lei que lim n!n 

n-+4(ici 



— ji- 



2 = X 



■ iJi 



et ce reswltat nous donne aussi rd- ke J1 rt r ' + £, 

Fleprenons aksrs Untfrgrafe de Wallis w Zrl ; la relation de rkuirence {1) s'ecnt ; 

2 r,W in = ( 2 n~l)W ir ,_ s 

.. , Tir 1-3 ( 2 rt— 1 ) ^ < 2 n)l if 

d ou : H- 2n ■ — 2,4, , , , . 2n — w ° so1taussi w ^ 2 • 

51 ('Equivalent precedent rfe uf on obtiemt ; < 

\ v 2 fi 

Sachanl, d'aprii le Iwnme. qua i wient enfin ; 

fc ■ et nl- 



lixi nvplc 8 Ciudicr suiMint Ses valours des reels a et p la nature de la serie de tenr-e general : 



V JJE i l 

Bwna»que Qfi pew 



auui ijpefrruoir qur- . 




Ft tfl-ndure grSre i I'tqgiw 
lent de I'intfcgfale de Wallis w 

prr-rHrnmrn': 



I { 2 - 4 - . 

= S 5 {x^rr 

L-tir s'exprime au moyen de la function factorielle : 

La formulc de Stirling donne : 

S 2 r \nt > 2 1 fn 



. ■ art 1 

“STiT^ ) ‘ 

“ n = „»«,,♦ spUettw 

Un avec k = ir^2 _aa , 

n ^f 



D'apres la regie des equivalents, la serie u,t converge si elseulemenl si -y + fi > 1, 



3 * Theoremc de comparaison Logarithmiquc 



TW«*«w li 



Un 



Ur, 



Soft 52 tin et Y, l >, deus series a sermes reels strictemeirt positifs. 

On suppose qu'il enisle rtp e W tel que ; VrteN. Flo h? n =* ^+1 ^n+i 
Alors : 

a ) pour que ^ u n converge, il suffit que Lti converge, 

b ) pour que Y, <*t diverge, il suffit que Y diverge, 



c ) dans le cas ah pour tout n^i^ona V' ^ vh. 

— L-n - — - 



k=h 



k=ri 




^opvnont&Q ma 
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' I L' j dbidlJTTfilL r_.um‘r£Lfei!?r' J 



Ks5 v - On a Vn> no, = TT done Vn * n^. tin ^ — nn 

UlV, ^ * Ui- 



PI- 1 



±4:+] 



t*JVi 



U k 



Vriz 



et Cb propositions a} et b) resultant du theoreme 1 1. 
- Supposons ^ i^j convergeril?. 



t Ufl. 

On a, pour tout t * n * < — 1 \ d'oti ^ u k s 1 ^ o* 



fc-n 



lin 

Utl 



It-n 






Crit^ro de d'Alembert 

5oit J], u,i une serie a lerrnes reels -strictemeru positifa 
a ) S'ilexist# ke |0. If et no e N tels que Vne ^,n:-jio 



»n*i 

Uri 



*ZK> 



, — . r — ■ Icun 

alors,, tut eexmrefge, et pour tout n* i\q 0 < K,n * ^ j t . 



b 1 S'il #JieSte no e ^ tel que Vn e n * ny = 
■situs J] 1 1, *i diverge grossieremem. 

c } 5 'il existe ( * lim i-— , ahors : 

H— n-rr, tlfi 

i si tf < l r Y1 un converge 

■ si f > l r Y, u " diverge grossiewient, 

* si f=l r on ne peul fieri dire. 



u n-p-l 



Ltn 



» l. 



P? "1 

(3f rntrtKluiwns la sfrie geonkrtriqye d# terms general! = k n : — - k r 



Un 



a ) est consequence immediate du theoreme 1?, 
b ] results do ce que (uhln^ng est croissants done Vn sno.u n ? un* > 0, 



= t r (I exists rtrj e % 



e) ■ Si t < 1, solt Jif tel que ( < l P puisque lim — 

Lin 

tel qu# Vn * no, t it, done Y[ u n converge d’aprte a). 

Un 

■ Si f > i, il existe no e tel que Vn s* no. s= l, done 5] un diverge grossieremenl 

d dfi.ii L). 

m U eai t =1 ptfut 5# pmduire aussi bien av#c une terie convergent# 51 — 2 Qa'avec un# 

n 



s4ri# divergenie ^ - . 



f:\crnnie 9 ftudier les series de termes gee.eraux iin = \ et 1*1 ■ c » 

rt! n 






tin 



Eli ] 

done |im — — = 0 et V an. converge. 



n + 1 



Vn+ 

t?h 



n-**;5Li |J n 
-ft 

e 



* - fsSr)' .>-® 



'v. 1 ‘ 3I ‘' Or peu3 aussi uCP wr 
Is iiin-ui* i_v siH'ling avk 
■aquelt# or obfiont l-„ -v'lhm. 



e'es-t-a-dire 



fns-l 

IJVt 



^ J + 



2 H + 



0 - 



□n se trouve dans le CaS douteux : Lim -^1 

H-p+«: Uh 



= 1, capandant, on a, ati voisinaq# de +:sc; F 



Uni-l 

l>i 



- 1 - dome il estiste no e N tel que Vn* no- - l > 0 el Yi L 'n diverge. **. mf 
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CNprtre l : St*ies reellei wj e&mptflaes 



C. Series absolument convergences 



1 , Absolue convergence 



1.1- Methodes d'etude 

Pour etudier Tahsolue convergence rfune serie Y L t™ * valeure dans K, on utilisera les ai teres 
dfrvelopp^s dans I' truck ties series a termes reels posilifs. 

Em particular, s r il exists Y v„. a termes r4ds positifs convergent* telle que un » oftsu) 
ou un » Ofm) quand n lend vers toe, V u n est dors absolument convergence. 

1.2- Propri^tf s gtrncraks 

, iMiiiinc l i 



^ C4,J?I Ce rfeiuhat, Uwinfe i 
cure df LrMnplimtnc ialt dp- 
pd d Id ration * fonibra 
ipltgrjbie dev?icpptp 
Ie [haptic 6 Si nttriiorc.. 
on fauna It rtswer d urw 

dfini^ me leCtin*. 



Comparjison d'une strie complete k une integrals 1 1 1 

Sort/ : [a. +-3c[-* Kde classed 1 el telle que/* wit integrate w Jet. +to1. 



Ators la serie de temw general w„ 



-f A 

Jtl-1 



ffr&dt -_f(n) est absolument convergence. 



CSf uin est d4finie pour n s «q ou tip e N est td que rig a + 1. 

J etant de dasse C 1 , une integration par parties donne ; 

f /(t ide - nJlFil - trt - lt/fn - 1) - f tfitjit 
in-l in-1 

done unq = {n - -J(n — D) - / iJ^UJdr - [ (n — l - 

in-l in-1 

Qnendtduit | u>n | « / dt. Of. par definition, esc intertable sur [O. + xil 

/ji-1 

dOTK^Hfli^ 1^ j/ 1 '(r)|<i(eKiste 1 .«quilraduilquela54nedeter™gem4iai y" t>| d.t 
est convergent et la majorartion precedents donne Ua convergence de Y |uj rt J. 

amflii nj- 



Ettempk 10 Etudier fa nature de la sirie de terms g&i&al ; 



Un 



n 



n s* 1 . 



. . ainl^h () 

Sfllt/ : f-* - „ (1, +oo f- 

/ est de dasse C 1 hit [l r +<iu[ avet/Vt) = 



. i «J) 



cost t'n t) - am(fn t) 



u8> 



Car est 



integrabk sur IL™!, 



sinCCre fl sintthni 
dt 



On a |/'([)| ^ elf est done integraWe sur [1, +«[. ^ 

Le theorems 14 donne que La serie determe general; cw, = / — — 

ii.^1 f « 

est absalumenl comengente et il en resulte que Y "n est de meme nature que Y ^ wee r 

f n einfent) 

vn = / ; df 

in-l 1 

n r n sio((n t) & "■ 

Cakulonsdonc ot = / - — — d(= / sin udu ■ 1 - o&a(fri it]. 
k-i i 1 ^ 

ji 

Ainsi ^ u k n f a pas de limits qoand n lend vers +oc, cequi prouveejoe diverge 



fc^2 



et il en est de mime pour ^ 
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^ l49 ' *■!&». 

v nP . 



1 50 1 Dfr rriulLdT *41 St 

"lis. 



151 1 Mtdfte dfelMMIHTdtiMl 
qu* pn* la Wrifiulwn Jr La 

souctwt d'algSbft de C[X|. 



Cede demorelra- 
riori n'4H pas exigible das 
i radiant, 



W*ips abKJi^wii- ojn«fgentes |_ 



Thcoreme 1$ 

Line s*rn? tiimplexe V] Un tet absolument convergent* bi t-L Mulemertt ii les S#ie V a,.- 
et !l ^ des parties rtetles et des parties imaginaires sont absolument oonvergentes, 
L'ensemble des series complexes absolument convergent*? «t un sous-espace vecloriel de 
I'ensefnbde des series complexes converge: 1 tei 

DS a ) Pdur tout z - x + (y e C, r (jc, y) e K 2 r on a : 

1*1 * * M + llil et W * \*U f*J| * 14 

On a alors, pour tout n e N, I Uf 1 1 =s | n n | + tfin | done (‘absolve convergence des series 53 a " 
et 53 bn tkmne celle tfe 53 u n. 

De memo, avec |.:i n | ^ | un | et |^ L | ^ 5««!r ■'absolue convergence de Y «n dotifw ceN* de 
thaome des series |3 on et Y b ^- 

b) D'aprfa le sheorfrme 6. nest on sous-ensemble non vide (il contient la sc-rie nulls) de 
I'ensemble des series complexes convengemtes et il est stable parcnmbtneison lineaire car ; 

]X.lin + p-LVil * X| L(n.| + ||i| |un|- 



Tb^onfeftter ](i 

Line sera complete Y u « absolument convergent* est commutativenient convergente-^' 5 * 1 



2, Produit de Cauchy de deux series complexes 

, . Definition 1} , 

Le produit de Cauchy de deux series rie-llesou complexes V u n et V; u lt est la s^rie V; uj n 

n 

de tenne general loh * 53 utUn-k- 

fc»0 

Thfonbni? 17 , 

Si muni des fipis operations - somioe de deux sines, produit dune s#le pd-r un scalaire, 
pmduit de Cauchy - est une OalgebrE comnmtaiive. ■‘v,' 511 



Thetireme 1 W 

Soit Y un el 53 i>i des series a temnes reels positifs. convergentes Leur produit de Cauchy 

K» . + *■ + T, 

Y u*i «t une side convergent*# de plus : ^3 m* = ( ^3 un ) ( 53 un'j- 

n =0 ji =0 *i =0 



AS i ^ l5 ‘ 2 - 1 Posons 



n n ii 

Un = V] -L4;- Vn = L\-, Wn = LCife . 

ft-4> Jc-0 t-r> 



□ rid W n = u fc t^., T„ = {(Jc r f)e N^jO « Hr (}sf « n - fc}. 

CUf.Oe-Tri 



En posant l n = lo, n D, on a T n c if, c T^ . 

53 on et Y un ft ant a ttrmes reels positifs, on 
en d^duit J 

y <u*i¥ 

Lk.lJeTn i:t.f,lclS 

cest-d-dire W n * u n V n « W 2n 



^2 Mn;Mr * MfcWC * 







CKjprtre l : S#«. ou compares 



V™ X ifri *vl ure 

Uhric j ltfrrtr, 'jti'.iljli Ult I 
Id uuilr eIki umfi Jji- 
tidies est rrejflffee 



+<*. 



-K*/ 



w n * UnVn doone, pour tout n, w„ ^ ^ ^ ^ j ■ 

k=fl fc=fl 

fr->Q *m 

Dont d'aprfei k thEofene9 r X u* eonwg* * ita} et wk * ( Yi “*) ( £ "fc ) * 






ft=0 



fc=0 



fc=0 



De lr H V« W ?Jt , on deduit wrsurte par passage- 1 la limite : 

+ :'sl +-5C- * ■*- + CSD +-:c ■+<:■! 

(5Z^)(52^) *51^" Finalement 51 ^ w (H “0(51 ■*)■ 

k=fl k=fl Jc=0 *=0 k=Q fc=Q 



!e Thtcr-frnw 

precedent 



J5M 



Voir theorem* II, 



Thioitmt 19 — _ — . 

Soit ^ un ct ^ des series complexes absolument ccmvergentes. Leur produit de Cauchy 

+ ix» +X *30 

X uj n estur»s*1eabsoluiiientc]onvergenteetdeplus nm ■ | 5" rtn )(E Wn)- 



n*0 



n=U 



ri=0 



(PSt 1 On a, pour tout rt, \u>n\ wf, wee ^ I Hit) |yn-*|- 



Estemple 



Nous Meirani (dia- 

pilrr Si, c,uf ccTfir 1 jiil"i:iii 

coincide sue H 4mrec vitp. 
On I'appelle eapoofciuelle 
cornpiex?- 



k=D 

X w'n «t le produit de Cauchy de X l“n| ^ d* X l-M ^ sont des series a tonnes rtels 
positils co nve f flc na , donc^ llw,:i X! Ht convergento II en nfeulle que X u>u «t 
absolurrant convergente Avec les notations de la demonstration du theorem? 1S r on a : 

u„v n - Mf r n * ,4 fe i:, f 

UtCM^X. 

n . n . n 

done; |Lfa,Vn-W n |< ^ 1^1 1^1 - l«rcl )(J] l^l) ~ (53«4J- 

Cfc.fle^.Tn k=0 f=0 fc=0 

n +ct- *<» in n 

; E ^ -( E '"‘I ){ E w )■„!“*( 51 1, ‘* 1 )( 51 |Bkl )■ 



lc*4 



k*0 



(r-0 



Lr-Ci 



k=0 



fin consequence Jim IV™ - U n V n = 0> e'est-i-dire : 

Jl-ft+iU 



tQQ 

ih»tt \Jt*d 



(£“*) (f •*) 

\iU0 / \to-0 / 



2 

Itant donne ?. e C, un wnsidfere la sir'ie de terme general untel = ; ' T - 
a ) Montrer que X un C^i est absotumenl ccmnrefgente, 

+ 3L- 

h J On pose J(z) = u n i.2>. Manlier que I'apptication /: C-jC ainsi dfrfinie verife : 

Blr»Cl 

V [*| - z-s) e &r J (*] + aj ) ■ ^ 1161 

a ) La trit^ra de d'Alembert demne la convergence de X iV^I. 

b ) D'apres le Iheor^me on a : 



V( El ^)eC* / (2, }J (q) = 




T? 3-^— fe ' 



Jt! (n — k>! 



Done 



/(«.i/w=Es (EcU^‘) 

n-O k-V ) r?-C> 



Jlt> 
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D. Series alternees 



Les mrtieces.. deni- c«te 

audit uEilftirs pwur 

l eu.de m ier « dont on 
n'd i.: .1 ■. pu e'Jblii I'dbur- 
lue ibweroenee In d*tw 
dei iMH ahem&i, iuLunr 
tmuarsuncu spedflque sur 
le? wrie» semurprauigfnt?!. 
n'tsr d u pi&jmtrif. 



^ 1 ' juui jppte [.ritcrc 

ipwial des sdr et alwmees. 



♦Li. - ^ 61 P*K I'wdr ms, les 
nfeulub sem iiiwKi 



. jcas, 

' Dans ie cas parti™ 
her a- ] . On IttiUAt Id It'ie 
twnmidue ailemw. 



" On pendra turn 
qdi'Jd dL fa 1 que lei r«ul- 
tats n? wrt valaWes. qua ni 
le L'iWfH Je Leibniz e« wri- 
lib. En peniiuliet. it simple 
fait Qu'une sene alternate 
miL cjdnvFijjefdF nr perniel 
ads d'apu'Cpj? letie «najn- 
rdlipfi de ft, . 



Senes ai It frees 



Dt±nJtion 14 

Une serie rutile Yl u " esl dite altornoe si et s«i foment si la suite ((- l) ,; Ldn j est de signe 
constant 

On i alors : Yne Ml tm - {-lY 1 M flu Vne \.un ■ {-l) pwl |u ft |, 

N.B. On pose, par convention,, (-l) 0 = 1, 



1 . Le c rite re de Leibniz *> <571 



High- 5 

Soit une s&ie altern^. 

Si la suite (|«rt|)^ decnjit et si ^Lm = 0, alors ^ tin ro merge. 



PSr’ . On montre que fos suites de sommes partieifos <L^ n )et (Lfen+i) sent adjacentes. 



En effet E^bin^i - Uknl = |tfen+il done lim - dbi) = 0, 

n— >+■:*,. 

e(, Sr riOu5 iuppOSOns &tre dans la cas Ou V» e F<J, tin = i— l.i M Uvi. , on a : 

Uin*2 - ihn - |L4!n*2| - I want 1 1 e 0. done > dfrcrwt, ^ (SB I 

L tn+3 “ LC 2n+l = “ taiuol + I u 2rtf2l S 0- dOHC CrOlt 

* ( LEn rt ) et { L-^ ri+ i I sont done convergenfes de meme I imite, et { LWt oonverge- 



Exemple important 

r_l> n 

La serie V --^n— , , a > 0, est ccmvergente d'apres le aitere de Leibniz. 

Remarq ue 

1 1 foul savoir que ce crittrt exprime une condition suFfisaote de convergence et qu'elle n est 
absolument pas n^cessaiire jvoir .Wixe t'jj fFwcne. esercice S). 



1 . Majorattrm <le la somme 



'TheorcmL'' 2( t 

Sait ^ un one s4rie aliern^e convergent^ d'aprfes le entire de Leibniz ei U sa somme. Alors : 
a ) U #st compris entre deux somnws pa mellcs con&kutives quelconques, 
b| L 1 esl du signe de uo et tJ| « \up\. 

c) designant le r«te d J o»dre r? r R-, est du signe de ij ri4 i et |Jfo| «e It^vti I- ^ cS(>l 

Cv, a > La proposition rfculte de ce que Fes suites et (L^i) sont adjacentes. 

b ) Dans le cas oti un = (- l} n |un|, on a « U * Ufe, 
d'ou o ^ ixy + ht 1; ^ in, et la conclusion. 

Dans le cas olj u n = (— lytft 

lun .ona Lfo « U « U|, 
d'ou leq ^ It ^ up + u| 0 et la conclusion. 

+ 3D 

c ) On applique b) a la serie u k de somme iTtn, . 

Ft-n-i I 





Cfinpilrrl : Sn<« rtrLf; au nornplrim 



L'essentiel 



L Series a tc ernes posirifs 

1/ S! i on veui dfctermiiw U nature d r une i^rie lu n A terries reels posnifi 

. cm pen I transformer I'expressiOn da u„ ju moyeri da dEvriflppementS, limits 
ou asymptotiqueS pum rondure awt la rEgfo de$ Equivalents ou te 
critere de domination ou la reglo de Riemannou une combi naiwn de 

CE'l .'Eqlei, 

■ ■ Voir Mise en <Titvre, exfifeice 1 



. (in fu-Lil dans te cas particular o« fo rapport « simplify yliliwr fo 
entire de tf Alembert, 

i on pen 1 penser h Fa Formula de Stirling pour rondure avec la regie- dc-s Equi- 
valents. 

- Voir Mi st e» (Unw, exercice 2 



m on pent essayer de majorer tin par le lerne general d'une sifie convergent^, 
alors converge,. cu de minorer un par le terms general d'une 
s£rie divergente, aloes lusi diverge, 

> Voir Mist rvj tewk'iTf, exerdee 3 

(■ on jxrut essayer de power que la suite des sommes partielles est 
majors, alors converge, ou qu'illeest minoree par une suite de 
limit? iitfinie, aJpra 2Uj n diverge 
— Voir Mist' tn amire 1 , exerdee 4 

- nn peut penset | comparer ^rij, aver une iniEgrale, 

-*■ Voir Mis? ('ir teitvtr, exeroce 5 

Cette methods amene a utiliser ies not: ons developpees dans le 
chapiti 0 6. 



1/ Si l’nn reiit erudier la nature d'une sErip 2 tm tel le que : 



Hm l -^ - 1 a vet -— « 1 

R— •"toe I4n tin 

(cas douleux de la f£gle de d'Alembert! 

- cm |ii-n[ s r ii existeundeveioppementde la forme : 




monrtrer qu'il existe \ > 0 tel que u n V, tn considtranl la s4fie de 

71 

terme gEnEral en = fli [(n + - fn [n a u<ij:. 

— Voir Mist tn a?JiW f exert ice & 




II. Series a termes quclconques 



%/ S3 1’on vent determiner la nature d'une s&rie Scj n a temnes quelconqoes 

■ »n peut cammencer par etudier i'absolue convergence. S'ils'agit d'une seiie 

altwnte, examiner si site Yfrrifie le tr Here Je Leibniz, 

► Voir Mist at ctjj vrt, exercice 7 

■ oil (H ut aumoyend'unde^loppemenTliriiiteougsF'nptotique, decomposer 

Uf, en unt somme de series plus simples a £tud er, 

- Voir Mist en truvre, exertice S 



■ OH pout penser au critere de Cauchy. 

■ Voir Mise en auvre, exercice 9 



IIL Sommarion des series numeriques 



i/ Si I 'on sent calculer la somme U d'une s£rie Y. “n 

■ on pt ni penser a ecrine tin sous one forme teleiescopique 

{par example : un = fwi - hn} mi tfifcscopsque generalises 
{par exempi* un = /v, +] - 2h* + 

- Voir Mixe en Havre, Gxerrice 1 Q 

. on pent penser ifairfrapparaT&'edesMm'iMes g^om^tiriques^vantueflement 
b urw integration pres), 

■ Voir Mist' err ieuvre, exert ice 1 1 



■ on ] it li I observer cpie V est I# valeur pnse par la somme d'une side entire 
ou d'une sine de fgurier eo un point de i'ensemWe de convergence 
{cette methods sera illustnee dans ies chapitres 5 et 7). 



IV Suites et series 



*/ SilWvcui etudier la nature d'une suite (unfa 

■ on ptui penser d tonsiderer la serie de tem»e gin^ral im u r ,_] 
-) Vair Mist en ti'wvre, exercice 1 1 




